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0 Motivation

0.1 Inverse Probleme und die Geometrie von Summenmengen

Definition 0.1. Fiir eine abelsche Gruppe (G,+) und Teilmengen A, B C G sei
A+B={a+b:ac Abe B}

die Summenmenge von A und B. Wir schreiben auch 2A = A + A.

Beachte, dass 24 im Allgemeinen nicht identisch mit der Menge {2a : a € A} ist (sondern
grofer).

Wichtige Beispiele sind G = Z oder G = R, auch G = F), = Z/pZ oder G = .
Wir wollen uns zunéchst davon iiberzeugen, dass einige der wichtigsten zahlentheoretischen
Probleme von solchen Summenmengen handeln. Dazu betrachten wir G = Z sowie die Mengen

P ={3,5,7,11,13,17,19,23,...} (ungerade Primzahlen)
Q=1{0,1,4,9,16,25,...} Quadratzahlen
c=4{..,-8,-1,0,1,8,27,64,...} Kubikzahlen

Dann kénnen wir die folgenden Summenmengen betrachten:

40=0+ Q9+ Q9+ Q=7Z>y (Vierquadratesatz, Lagrange 1770)

2Q (explizite Beschreibung, Zweiquadratesatz von Fermat)

3P ={9,11,13,...} (ungerade Zahlen > 9, Helfgott 2013, schwache Goldbachsche Vermutung)
2P ={6,8,10,12,...} (alle geraden Zahlen > 6? Goldbachsche Vermutung)

3C (allen#4,5 (mod?9)?)

Beispielsweise wissen wir nicht, ob 114 € 3C ist, aber 42 ist es wegen
42 = (—80538738812075974) + (80435758145817515)3 + (12602123297335631)3.

(Diese kleinste bekannte Losung wurde erst 2019 von Andrew Booker und Andrew Sutherland
gefunden.)
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Diese Liste zeigt, dass es sehr schwer sein kann, Summenmengen explizit zu beschreiben. Ziel der
additiven Kombinatorik ist es, Aussagen iiber Summenmengen zu zeigen, die moglichst wenig Infor-
mationen iiber die Struktur der zugrundeliegenden Menge nutzen. Dies allein wird zwar vermutlich
nicht reichen, um die oben genannten Probleme zu l6sen, bei anderen wird es aber durchaus weiter-
helfen, wie wir gleich sehen werden.

Zunichst wollen wir untersuchen, was sich iiberhaupt iiber die Grofle der Summenmenge aussagen
l&sst:

Satz 0.2. Fir endliche nichtleere Teilmengen A, B C R gilt

|A+ B| > |A|+|B| - 1.




Beweis. Wir schreiben A = {a1,...,ax} mit a; < az < -+ < a; und analog B = {b1,...,bn}
mit by < by < --- < by,. Dann ist

a1 +bi<aj+by<---<ay+by<as+by <---<ap+ by

eine streng monoton steigende Folge von k +m — 1 = |A| + |B| — 1 Elementen von A + B, die
somit paarweise verschieden sind. ]

In den Ubungen werden wir sehen, dass die Gleichheit |A + B| = |A| + |B| — 1 genau dann gilt,
wenn A und B arithmetische Progressionen mit der gleichen Schrittweite d sind. Dabei ist eine
arithmetische Progression mit Schrittweite d und Lénge k (auch kurz k-AP) eine Menge der
Form

{ag, a0 +d,ao + 2d,...,a0 + (k — 1)d}.

Dies ist unser erstes Beispiel eines inversen Theorems: Wenn [24| = 2|A| — 1 gilt, d.h. die
Summenmenge ist so klein wie mdglich, dann muss A eine arithmetische Progression sein.

Der Satz von Freiman, unser erstes grofieres Ziel in dieser Vorlesung, ist eine weitreichende
Verallgemeinerung davon. Grob gesagt ist die Aussage: Ist [2A| < K - |A| (wobei wir uns
K als Konstante und |A| als sehr grof§ vorstellen), dann ist A ,fast“ eine ,verallgemeinerte
arithmetische Progression“ (in einem quantitativen Sinn, der von K abhéngt).

Die Idee ist also, dass wir fiir eine zufillig gewiihlte Menge A eher |A + A| ~ |A|? erwarten. Ist
die Summenmenge dagegen deutlich kleiner, z.B. |[A + A| < 100|A|, dann sollte dies eine starke
Aussage tiber die Struktur von A zur Folge haben.

0.2 Das Summen-Produkt-Phinomen

Fir A C N konnen wir auch die Produktmenge
A2 = {a1 -ag i a,a € A}

untersuchen. Ahnlich wie bei der Summenmenge folgt auch hier leicht |A2| > 2|A| — 1 mit Gleichheit
genau dann, wenn A eine geometrische Progression ist, also eine Menge der Form

2 k—1
{CLO,CLO'(],&Q'(],...,CLO'(] }

Man sieht nun aber leicht, dass eine Menge mit mindestens drei Elementen nicht gleichzeitig eine arith-
metische und eine geometrische Progression sein kann, folglich kann nicht in beiden Abschitzungen
fiir 24| und |A?| Gleichheit gelten.

Im Jahr 1983 haben die ungarischen Mathematiker Paul Erd6s (1913-1996) und Endre Szemerédi
(geb. 1940) dieses ,,Summen-Produkt-Phinomen* genauer untersucht und konnten

max(|A + Al [A- A]) > [A]'*

fiir eine explizite Konstante § > 0 zeigen, falls A hinreichend grof§ ist. Mit anderen Worten muss eine
der beiden Mengen A + A und A - A deutlich schneller als linear wachsen. Sie vermuteten, dass die
Aussage sogar fiir jede Konstante § < 1 gilt, also etwa

max(|A + A, |A - A]) > |A[}999999

fiir hinreichend grofie Mengen A. Dies bleibt weiterhin ein offenes Problem, aber wir werden in der
Vorlesung

max(|A + A[,|A- A]) > [A]*?

beweisen, was im Wesentlichen das beste bekannte Resultat ist und 2009 von Jézsef Solymosi (geb.
1959), einem weiteren ungarischen Mathematiker, bewiesen wurde.



0.3 Arithmetische Progressionen

Wir haben bereits gesehen, dass arithmetische Progressionen eine zentrale Rolle in inversen Theore-
men iiber Summenmengen spielen. Ein weiterer Kreis von Problemen beschéftigt sich mit der Frage,
unter welchen Voraussetzungen eine Menge iiberhaupt arithmetische Progressionen enthélt. Zur Ein-
stimmung betrachten wir zunéichst die folgenden drei Sétze:

e (van der Waerden 1927) Wenn wir die natiirlichen Zahlen in endlich vielen Farben firben,
gibt es eine Farbe mit beliebig langen arithmetischen Progressionen.

e (van der Corput 1930) Die Menge der Primzahlen enthélt unendlich viele 3-AP.

e (Green—Tao 2006) Das gleiche gilt fiir k-AP fiir beliebige k.

Wir werden weder den Satz von van der Corput noch den Satz von Green—Tao in dieser Vorlesung
beweisen, aber wollen dennoch anmerken, dass van der Corput harte analytische Methoden verwendet,
wihrend Green und Tao entscheidend auf Ideen der additiven Kombinatorik zuriickgreifen.

Im Lichte dieser Sétze stellten Erd8s und Paul Turdn (1910-1976) im Jahr 1936 die folgenden
Fragen:

1) Enthélt jede Menge A C N von ,positiver Dichte“ beliebig lange arithmetische Progressionen?
(Dies verallgemeinert den Satz von van der Waerden, reicht aber nicht ganz aus, um auch die
Primzahlen einzubeziehen, da diese Dichte Null haben.)

2) Reicht es bereits aus, wenn ) 4 % = oo gilt? (Das wiirde sowohl den Fall von ,,positiver Dichte*
als auch die Menge der Primzahlen umfassen!)

1) wurde fiir 3-AP von Klaus Roth (1925-2015) im Jahr 1952 bewiesen und 1975 fiir beliebige Léngen
von Endre Szemerédi. Wir werden den Satz von Roth in dieser Vorlesung beweisen.

2) wurde fiir 3-AP von Thomas Bloom und Olof Sisask im Jahr 2020 bewiesen (durch eine sehr
raffinierte Verallgemeinerung des Arguments von Roth) und ist fiir lingere Progressionen weiterhin
offen.

Immerhin ldsst sich damit aber sagen: Die Primzahlen enthalten allein deshalb unendlich viele 3-AP,
weil es ,,geniigend“ Primzahlen gibt! Dies ist exakt das Leitmotiv der additiven Kombinatorik!

Zum Abschluss dieses Uberblickskapitels wollen wir uns noch mit dem Kartenspiel SET beschéftigen.

Das Spiel SET enthélt 3* = 81 Karten, die jeweils Symbole in einer von drei moglichen Anzahlen,
einer von drei moglichen Formen, Texturen und Farben zeigen, wobei jede Kombination genau
einmal vorkommt.

Ein SET ist nun eine Kombination von drei Karten, bei denen in jeder der vier Kategorien ent-
weder alle drei Karten die gleiche Eigenschaft haben oder alle drei verschiedenen Auspriagungen
vorkommen.

Zu Beginn des Spiels werden 12 Karten auf den Tisch gelegt. Wenn sich unter diesen kein
SET befindet, legt man drei dazu usw. Es ist nun eine natiirliche Frage, wie viele Karten man
mindestens hinlegen muss, um sicher ein SET zu entdecken. Dieses Problem wurde bereits 1971
gelost: Unter 21 Karten gibt es sicher ein SET, unter 20 noch nicht unbedingt.

Was hat dies nun mit arithmetischen Progressionen zu tun?

Wir kénnen die Karten mathematisch als Elemente von F§ = {0, 1, 2}* modellieren, wobei jede der vier
Koordinaten einer der vier Kategorien entspricht und die drei moglichen Eintrége den drei moglichen
Auspragungen.

Die erste Beobachtung ist nun, dass {z,y, 2z} genau dann ein SET ist, wenn x + y + z = 0 ist. Weil
wir uns in Charakteristik 3 befinden, lédsst sich dies noch weiter zu z + 2 = 2y bzw. z —y =y — 2
umformen, d.h. ein SET ist exakt eine arithmetische Progression in F3!



Die oben beschriebene Frage ist also fiquivalent dazu, wie grof eine Teilmenge von F4 mindestens sein
muss, um sicher eine arithmetische Progression zu enthalten.

Verallgemeinert man diese Fragestellung auf n Ausprigungen, so wiirde ein Analogon des Satzes von
Roth (den man komplett analog beweisen kann) sagen, dass es unter 1% der 3" Karten sicher ein SET
gibt, falls n hinreichend grof ist.

Vollkommen {iberraschend wurde aber 2016 von Jordan Ellenberg und Dion Gijswijt bewiesen,
dass es bereits geniigt, ca. 2.8" der 3" Karten zu wéhlen.

Es gilt also eine viel stirkere Aussage, als wir sie fiir Teilmengen von N auch nur erwarten kénnen! Noch
besser: Wihrend der Beweis von Bloom und Sisask sehr lang und technisch ist (ihre Arbeit umfasst
95 Seiten), ist der Beweis von Ellenberg-Gijswijt sehr elegant und kurz (4 Seiten). Wir werden ihn
auch in der Vorlesung sehen.

1 Elementare Resultate iiber Summenmengen

1.1 Summen von Restklassen

Wir erinnern uns daran, dass wir fiir abelsche Gruppen (G, +) und Teilmengen A, B C G die Sum-
menmenge

A+B={a+b:ac Abe B}

definiert haben. Fiir G = R haben wir
|A+ B| > [A]+|B| -1

fiir nichtleere endliche Mengen A, B gezeigt. In den Ubungen haben wir den Fall G = R? betrachtet.
Diese Argumente haben essentiell die Ordnung bzw. die Geometrie dieser Gruppen benutzt. Ist ande-
rerseits etwa G endlich, so kénnten wir A = B = G wihlen und es wire A + B = (G iiberhaupt nicht
grofier als A bzw. B.

Etwas allgemeiner: Gilt |A| 4+ |B| — 1 > |G|, dann kann die obige Ungleichung sicherlich nicht gelten
(einfach, weil G nicht gentigend Elemente hat). Das folgende Resultat zeigt, dass dies fir G = IF,, auch
das einzige Problem ist, welches auftreten kann:

Satz 1.1 (Cauchy-Davenport). Sei p prim und A, B C F), nichtleer. Dann gilt

|A + B| > min(p, |A| + |B| — 1).

Insbesondere gilt also A+ B = F,, sobald |A|+|B| > p ist (Ubung: Warum folgt das auch leicht direkt
aus dem Schubfachprinzip?).

Als Anwendung betrachten wir die Menge Q = {2? : x € F,} C F, der quadratischen Reste modulo p.
Ist p > 2 ungerade, so verrit uns die elementare Zahlentheorie, dass |Q| = % ist. Cauchy-Davenport
zeigt dann sofort Q + Q = F,, mithin lésst sich jede Restklasse modulo p als Summe von zwei

quadratischen Resten schreiben.

Der Satz ist benannt nach dem franzosischen Mathematiker Augustin-Louis Cauchy (1789
1857) und dem britischen Mathematiker Harold Davenport (1907-1969). Wie man sieht, ist
Davenport erst 50 Jahre nach Cauchys Tod geboren. Warum ist der Satz dennoch nach beiden
benannt? Nun, Davenport hat den Satz 1935 bewiesen und erst spéter festgestellt, dass Cauchy
ihn bereits 1813 entdeckt hatte.



Beweis. Wir verwenden (starke) Induktion iiber |B|. Ist |B| = 1, so ist die Aussage klar, denn
dann ist |[A + B| = |A].

Sei nun |B| > 2 und die Aussage bereits fiir alle kleineren Mengen (und jeweils alle moglichen
Mengen A) bekannt.

Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Mandvern. Zunéchst kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass 0 € B ist. Denn verschieben wir alle Elemente von B um eine Konstante, &ndern wir nichts
an den Kardinalitdten von B oder der Summenmenge.

Nach Annahme gibt es nun noch ein weiteres Element by € B\{0}. Ist A+ by = A, so ist 4
invariant unter Verschiebung um by, dann aber auch unter Verschiebung um 2by, um 3bg etc.
Da by, 2bg, 3bg, . .. alle Elemente von F,, durchlduft, miisste dann allerdings A = [F,, gelten und
in diesem Fall gilt unsere Behauptung offensichtlicherweise.

Wir kénnen nun annehmen, dass A 4 bg # A gilt. Das bedeutet, dass es ein Element a € A gibt
mit a + by € A. Wieder kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass a = 0 gilt, mithin 0 € AN B, aber
by & A.

Nun definieren wir die neuen Mengen A’ = AU B und B’ = AN B. Wir notieren die folgenden
Eigenschaften:

o |A'|+|B’| = |A| + |B]| (denn wir haben die Elemente von B\A aus B herausgenommen
und in A’ eingefiigt)

e |B'| < |B| (denn by ¢ B’)
e A'+B' C A+ B (denn eine Summe o'+ € A'+ B’ hat ' € A,/ € Boderd € B,V € A)

Wir haben also Elemente aus B nach A geschoben und die Summenmenge dabei hdchstens
kleiner gemacht. Aus der Induktionsvoraussetzung (angewandt auf A und B’) ergibt sich nun

|A+ B| > |A" + B'|
> min(p, |A'| + |B| - 1)
— min(p, |A| + |B| - 1)

wie behauptet. ]

Die Transformation (A, B) — (AU B, AN B) ist hdufig in dhnlichen Induktionsbeweisen niitzlich und
wird auch Dyson-Transformation genannt.

Der Satz von Cauchy-Davenport hat auch ein inverses Theorem, den wir hier ohne Beweis erwiéhnen
(dieser ist nicht wirklich schwer, lediglich etwas technisch).

-

Satz 1.2 (Vosper). Wenn A, B C F,, die Bedingung
|[A+B|=|A|+|B|—-1<p

sowie |Al,|B| > 2 erfillen, dann sind A und B arithmetische Progressionen mit der gleichen
Schrittweite.

Als Beispiel (welches in den Ubungen niitzlich sein wird), stellen wir ohne Beweis fest, dass die oben
betrachtete Menge Q fiir p > 7 keine arithmetische Progression ist.

1.2 Das Ruzsa-Kalkiil

Nachdem wir nun an einigen Beispielen gesehen haben, wie Resultate {iber Summenmengen in ver-
schiedenen Gruppen aussehen kénnen und welche Probleme es geben kann, wollen wir nun einige
niitzliche Resultate sammeln, die fiir beliebige abelsche Gruppen giiltig sind.



Diese lassen sich unter dem Stichwort Ruzsa-Kalkil zusammenfassen, benannt nach dem ungarischen
Mathematiker Imre Ruzsa (geb. 1953).

Aus technischen Griinden miissen wir dafiir allerdings zunichst noch ein der Summenmenge verwand-
tes Konzept einfiihren.

Definition 1.3. Fir A, B C G sei
A—-B:=A+(-B)={a—b:ac Abec B}
die Differenzenmenge und (fir A, B endlich und nichtleer)

|A— B

d(A, B) :=
A5 Al - 1B

die Ruzsa-Distanz von A und B.

Die Ruzsa-Distanz ist also lediglich eine normalisierte Version der Kardinalitét von |A — B|. Diese
Normalisierung mag zunéichst merkwiirdig aussehen, ihre Rechtfertigung ergibt sich aber aus dem
folgenden Satz:

Satz 1.4 (Dreiecksungleichung von Ruzsa). Fir A, B,C C G endlich und nichtleer gilt
d(A,C) <d(A,B)-d(B,C)

bzw. dquivalent

|B|-|[A-C|<|A-B|-|B-C|.

Beachtet man d(A, B) = d(B, A), so verhilt sich log d(A, B) folglich fast wie eine Metrik, lediglich gilt

im Allgemeinen nicht d(A, A) = 1 bzw. logd(A, A) = 0. Wir bemerken auch, dass d(A,—A) = %

ist, die Grofle der Summenmenge lésst sich also ebenfalls mit der Ruzsa-Distanz messen.

Beweis. Wir zeigen die zweite Version der Ungleichung, indem wir eine injektive Abbildung
®:Bx(A-C)— (A— B) x (B — C) konstruieren. Zu jedem d € A — C wéhlen wir dazu
Reprisentanten ag € A,cq € C mit d = ag — ¢4. Diese sind natiirlich im Allgemeinen nicht
eindeutig, aber unser Argument wird uns erlauben, hier eine vollkommen willkiirliche Wahl zu
treffen. Nun definieren wir die Abbildung ® durch ®(b,d) := (aq — b,b — ¢4). Diese ist nun
sicherlich wohldefiniert.

Um die Injektivitidt zu beweisen, zeigen wir, dass wir aus einem Paar (dj,ds) € Bild(®) das
Urbild eindeutig rekonstruieren koénnen. Zunéchst konnen wir d als d; + do rekonstruieren.
Kennen wir d, so aber auch a4 und ¢4 (denn diese Reprisentanten haben wir ja zu Beginn
festgelegt) und dann auch b = ag — di (= d2 + ¢4). O

Dieser Trick mit den Représentanten fiihlt sich vielleicht beim ersten Lesen etwas , geschummelt* an,
aber es hat tatsédchlich alles seine Richtigkeit!

Erinnern wir uns daran, dass unser Ziel der Beweis des Satzes von Freiman ist. Wir wollen also zeigen,
dass eine Menge A mit |A + A| < K|A| (wobei wir uns K als Konstante und |A| als grof§ vorstellen)
in irgendeiner Weise ,,wie eine arithmetische Progression“ aussieht.

Als ersten Schritt wollen wir dazu zeigen, dass aus einer Abschétzung |A + A| < K|A| der Summen-
menge auch Ungleichungen

A+ A+ Al <k |A]l, [A+A+A+A <k, ... |[A-A <k |4

iiber iterierte Summenmengen und Differenzenmengen folgen.



Hier haben wir die asymptotische Notation (auch Vinogradov- bzw. Landau-Notation genannt)
f<g & [f=0(@) & 3IC>0:[f|<C-yg

Die Notation < bedeutet dann, dass die implizite Konstante C' auch von K abhéngen darf
(aber z.B. nicht von A, sonst wére die Aussage trivialerweise wahr).

Tatsédchlich werden wir explizite Werte fiir die impliziten Konstanten angeben. Die Notation
verwenden wir vor allem dann, wenn wir uns nicht fiir den konkreten Wert dieser Konstanten
interessieren.

Satz 1.5 (Pliinnecke 1970, Ruzsa 1989, Petridis 2011). Gegeben seien A, B C G endlich und
nichtleer mit |A + B| < K - |A|. Dann gibt es eine nichtleere Teilmenge X C A mit

X +nB| < K"|X]|.

Hier ist nB = B+ B+ - - -+ B die n-fache Summenmenge von B. Zunéchst ist die Menge X natiirlich
etwas mysterios, aber wir konnen leicht Aussagen folgern, die von X unabhéngig sind:

Korollar 1.6. (i) Unter den gleichen Bedingungen wie oben gilt InB| < K™ - |A|. Ist insbe-
sondere |A+ A| < K - |A|, so folgt |InA| < K™|A].

(ii) Nach Ruzsas Dreiecksungleichung gilt

| X +mB|-|X +nBj

lmB —nB| <
RY

< K™ X

Ist insbesondere |A+ A| < K - |A], so gilt

ImA — nA| < K™ A

Der urspriingliche Beweis von Helmut Pliinnecke war lang und kompliziert und benutzte
viel Graphentheorie. Auch der von Ruzsa gefundene etwas vereinfachte Zugang war noch nicht
wirklich geeignet, ihn in dieser Vorlesung zu verwenden. Diesen Beweis findet man etwa im
Buch von Nathanson oder auch (in etwas abgewandelter Form) bei Tao und Vu. Zum Gliick
hat Giorgis Petridis 2011 einen sehr einfachen und kurzen Beweis gefunden, den wir hier
benutzen wollen. Der entscheidende Schritt ist der folgende Hilfssatz.

Lemma 1.7 (Petridis). Gegeben seien A, B C G endlich und nichtleer mit |A + B| < K - |A|.
Dann gibt es eine nichtleere Teilmenge X C A mit

|IC+ X+ B|<K-|C+X|

fir alle C C G.

Beweis von Satz[1.5 mit Lemma[I.7: Wir wihlen das X aus dem Lemma.

Mit C = {0} folgt | X + B| < K -|X].

Mit C = B folgt | X +2B| < K -|X + B| < K% - |X|.

Mit C = 2B folgt | X +3B| < K - |X +2B| < K3 - |X|.

Die Behauptung folgt nun induktiv durch Wiederholen dieses Arguments. O




Beweis von Lemmal1.7: Woher soll das X kommen? Sicherlich muss [ X +B| < K| X| gelten. Wir

wihlen daher X C A als diejenige Menge, fiir die K’ := % minimal ist. Wegen ‘A‘:ZF‘ <K

gilt sicherlich K’ < K.

Tatséichlich zeigen wir sogar |C' + X + B| < K’ - |C + X|.

Dies tun wir per Induktion iiber |C/.

Fiir |C] = 1 ist dies einfach |X + B| < K’ - |X]|, was nach Definition von X bzw. K’ gilt.

Sei nun |C| > 2 und ¢ € C,C" = C\{c}-

Um die Summen zu untersuchen, die durch das Hinzufiigen von ¢y hinzukommen, definieren wir
X, als die maximale Teilmenge von X, fiir die C' + X und ¢p + X, disjunkt sind. Dann ist

C+X=(C"+X)U(co+X)=(C"+ X) U (co+ Xep)
sowie
C+X+BcC(C'"+X+B)U(cg+ X+ B)\(co+ (X\X¢,) + B)

und damit

|C+X+B|<|C'"+ X+ B|+|X +B| - |X\X, + B
<K O+ X|+ K |X|-K | X\X,|
=K' |C+ X|,
wobei wir bei der Abschitzung des ersten Summanden die Induktionsvoraussetzung fiir C’, fiir

den zweiten die Definition von X bzw. K’ und fiir den dritten die Minimalitit von K’ benutzt
haben. O

Wir haben gezeigt, dass fiir beliebige abelsche Gruppen aus |A + A| < K - |A] schon |[A+ A +
Al <k |A| folgt. Dies ist fiir nichtabelsche Gruppen falsch:

Dazu betrachten wir eine Gruppe G, eine Untergruppe H C G und ein Element g € G, welches
H nicht zentralisiert, also mit gHg~! # H. Fiir A = HU{g} ist dann A-A C HUHgUgHU{g¢?},
also |A2%| < 3|A].

Andererseits enthilt A- A- A die Menge HgH, die so grof8 wie |H|? ~ |A|* sein kann.
Tatsiichlich lisst sich aber zeigen, dass fiir nichtkommutative Gruppen immer noch gilt: Ist A3
klein, dann auch A%, A5, .. ..

1.3 Freiman-Homomorphismen und das Einbettungslemma

Wir haben bereits in der Einfiihrung gesehen, dass es manchmal einfacher ist, in F, statt in Z zu
arbeiten, auch wenn man auf den ersten Blick vielleicht exakt das Gegenteil erwarten wiirde.

Ein wesentlicher Grund dafiir ist, dass einige der spateren Argumente Fourier-Analysis benutzen wer-
den und diese fiir endliche Gruppen eine wesentlich einfachere Struktur besitzt.

Da der Satz von Freiman allerdings von Teilmengen von Z handelt, miissen wir uns zunéchst mit der
Frage beschiftigen, ob sich Aussagen iiber Teilmengen von Z in geeigneter Weise in Aussagen iiber
Teilmengen von I, iibersetzen lassen.

Allgemeiner wollen wir uns fragen, wann sich zwei Teilmengen A C G und B C H verschiedener
Gruppen im wesentlichen &hnlich bzgl. ihrer Summenmenge verhalten.

Die einfachste Situation wire natiirlich, wenn wir einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H hiétten,
der A auf B abbildet. Allerdings ist dies im Allgemeinen eine zu starke Voraussetzung, denn z.B. gibt
es keine nichttrivialen Gruppenhomomorphismen zwischen Z und ).

Das fiir uns richtige Konzept ist dagegen das eines Freiman-Homomorphismus, welches wir nun defi-
nieren:



Definition 1.8. Gegeben seien zwei abelsche Gruppen G und H sowie Teilmengen A C G und
B C H. Sei h > 2 eine natiirliche Zahl. Ein Freiman-Homomorphismus der Ordnung h
ist eine Abbildung ¢ : A — B mit der Eigenschaft, dass fir ay,...,a, € A und a,...,a) € A
aus

ai+---+ap=d, +---+aj

auch
plar) + -+ plan) = p(ay) + -+ p(ay)

folgt. Analog definieren wir einen Freiman-Isomorphismus der Ordnung h. Gibt es einen
solchen Isomorphismus, so heiffen A und B Freiman-isomorph der Ordnung h.

Beispiel:

(i) Jeder Gruppenhomomorphismus ist ein Freiman-Homomorphismus von beliebiger Ord-
nung. Ein Freiman-Homomorphismus von Ordnung h ist auch von Ordnung h’ fiir A’ < h.

(ii) Jede arithmetische Progression {a,a +d,...,a+ (kK —1)d} C Z der Lénge k ist Freiman-
isomorph zu {0,1,2,...,k — 1} C Z.

(iii) Es sei A = {0,1,2} C Z und B = {0, 1,2} C F3. Dann ist die Identitdt ¢ : A — B ein
Freiman-Homomorphismus von beliebiger Ordnung, aber kein Freiman-Isomorphismus,
denn es gilt ¢(1) + ¢(2) = ¢(0) + ¢(0), obwohl nicht 1 +2 =040 (in Z) gilt.

(iv) Analog ist fir A = {0,1,2} C F5 und B = {0,1,2} C Z die Identitéit ¢ : A — B ein
Freiman-Homomorphismus von Ordnung 2, aber nicht von Ordnung 3.

Freiman-Isomorphismen der Ordnung h erhalten also die Struktur der A-fachen Summenmenge von
A, insbesondere ist dann |hA| = |hB].
Tatséchlich kénnen wir aber auch iterierte Summen- und Differenzmengen kontrollieren:

Lemma 1.9. Seien G, H abelsche Gruppen und A C G, B C H endlich und Freiman-isomorph
zur Ordnung h(k + 1). Dann sind die Mengen kA — lA und kB — IB Freiman-isomorph zur
Ordnung h.

Beweis. Es sei ¢ : A — B die entsprechende Abbildung. Dann kénnen wir zunéchst ¢ : kA —
lA — kB — | B definieren als

plar+ - Fap — app1 — - = apg) = p(ar) + -+ lar) — e(arpr) — - — @(ar4)-
Dies ist wohldefiniert, denn ist
ap 4 ap —agpr — =g = ayp o b — Qg — o — Ay,

so gilt
a4 tagtag g+ tap g =a o taytagp oo+ agy

und damit nach Annahme auch

plar) + -+ p(ar) + p(agq) + -+ @lagy) = wlay) + -+ @lag) + elap) + - + pagt),

was wiederum nach Umformung dquivalent zur Wohldefiniertheit von ¢ ist.
Vollkommen analog sieht man, dass ¢ sogar ein Freiman-Homomorphismus von Ordnung A ist.
Argumentiert man analog mit der Umkehrabbildung ¢!, erhélt man auch die Isomorphie. [J




Als néchstes zeigen wir, dass es einen guten Weg gibt, Teilmengen von Z Freiman-isomorph als Teil-
menge von Restklassen zu realisieren.

Satz 1.10 (Einbettungslemma von Ruzsa). Sei A C Z endlich und h > 2 sowie N > 2|hA—hA]|.

Dann gibt es eine Menge A" C A mit |A’| > ‘%', die Freiman-isomorph von Ordnung h zu einer

Teilmenge von Z/NZ ist.

Insbesondere kann im Fall [A 4+ A| < K|A| wegen der Pliinnecke-Ungleichung N < |A| gewéhlt
werden, wir kénnen also A’ ,dicht“ in Z/NZ einbetten!

Zum Aufwirmen zeigen wir zunichst einen einfacheren Satz von Erdds, der ein dhnliches Argument
benutzt. Eine Menge A heifit summenfrei, falls es keine a1, a2, a3 € A gibt mit a1 + as = as.

Satz 1.11 (Erdés). Sei A C Z, dann gibt es eine summenfreie Menge A C A mit |A’'| > |A|/3.

Beweis. Wahle eine grole Primzahl p = 2 mod 3. Zu jedem 1 < ¢ < p — 1 sei A, die Menge
der a € A, fiir die ga kongruent zu einer Zahl in (g, %p) modulo p ist. Jedes a € A ist fiir mehr

als % der Werte von ¢ in A, enthalten. Damit gibt es ein ¢ mit |A4,4] > % und diese Menge ist
summenfrei, da aus a + b = ¢ schon qa + gb = qc folgt, was modulo p unmoglich ist. O

Durch Betrachten des grofiten Elements von A sieht man leicht, dass A = {1,2,..., N} keine
summenfreie Menge mit mehr als (IV 4 1)/2 Elementen enthélt. Tatséchlich ist die Konstante
1/3 im Satz von Erdds aber sogar (asymptotisch) optimal, wie 2014 bewiesen wurde.

Beweis von Satz[1.10} Sei zunichst p eine hinreichend groBe Primzahl, sodass die Einbettung
von A in [, ein Freiman-Isomorphismus ist. Zu einem zunéchst beliebigen 1 < ¢ < p —1
betrachten wir nun die Abbildung ¢ : A — Z,a — (aq), € {0,1,2,...,p — 1}, die a auf den
Représentanten von aqg modulo p abbildet.

Fiir jedes ¢ gibt es nun nach dem Schubfachprinzip sicherlich eine Menge A, C A mit |A4,] > %,

fur die alle (¢a), im gleichen Intervall (%’ w> liegen.

Dies erzwingt, dass ¢ eingeschrénkt auf A, ein Freiman-Isomorphismus ist, denn aus a + - - -+
ap = a} + - - + aj, folgt sicherlich

Pl (gar)p + -+ + (qan)p — (qah)p — -+~ — (qap)p

und nach Konstruktion ist die rechte Seite im Betrag kleiner als p, muss also gleich Null sein.
Die Umkehrung ist klar.

Wir wollen diese Abbildung nun noch mit der Einbettung {0,1,...,p—1} — Z/NZ verkniipfen.
Diese Verkettung ist sicherlich immer noch ein Freiman-Homomorphismus, aber wann ist es ein
Isomorphismus? Wir zeigen, dass dies fiir mindestens eine Wahl von ¢ klappt.

Angenommen, es gibt a1,...,ap,a},...,a} € Ay mit

N | (qa1)p + -+ + (qan)p — (qall)p - (qa%)p.

Sicherlich ist die rechte Seite weniger als p im Betrag, also muss sie von der Form kN mit
k| < & sein. Andererseits ist sie kongruent zu g(a1 + - -- 4+ ap — aj — - -+ — aj,) modulo p, also
zu gD fiir ein D € hA — hA.

Fiir jede Wahl von k£ und D ist damit ¢ eindeutig bestimmt. Die Anzahl der Werte von ¢, bei
denen wir keinen Freiman-Isomorphismus erhalten, ist also maximal %p - |hA — hA| und damit
fiir grofle p sicherlich weniger als p — 1.
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2 Der Satz von Freiman

Wir wollen zunéchst den Satz von Freiman ordentlich formulieren. Grob gesagt soll er aussagen, dass
aus der Annahme |A+ A| < K -|A| schon folgt, dass A ,wie eine arithmetische Progression® aussieht.
Eine konkrete Illustration dieses Prinzips liefert der sogenannte ,,3k—4-Satz von Freiman*“: Ist |[A+A| <
3|A| — 4, so gibt es eine arithmetische Progression P mit |P| < 2|A| — 3, die A enthélt.

Ein instruktives Beispiel ist die Menge A = {1,2,..., N — 1, M} fiir natiirliche Zahlen N < M.
Es ist |A] = N und fiur M > 2N — 2 gilt |[A + A| = 3N — 3. Eine arithmetische Progression,
die A enthilt, miisste allerdings mindestens Linge M haben, was viel grofier als |A| = N sein
kann.

Dieses Beispiel zeigt, dass wir fiir eine Verallgemeinerung des 3k —4-Satzes auch eine Verallgemeinerung
unseres Begriffs arithmetischer Progressionen benétigen:

Definition 2.1. Sei G eine abelsche Gruppe. Eine verallgemeinerte arithmetische Pro-
gression (VAP) von Rang d in G ist eine Menge der Form

{a+n1U1+"‘+ndvd50§ni<Ni(1§i§d)}

fir N1,...,Ng > 1 und a,v1,...,vq € G. Die VAP heifit echt, falls |G| = Ny -...- Ny gilt.

Satz 2.2 (Freiman). Ist A C Z endlich mit |A+A| < K -|A|, dann gibt es eine verallgemeinerte
arithmetische Progression P von Rang d <x 1 mit |P| < |A| und A C P.

.

In unserem Beispiel oben kénnten wir einfach P = {n; +na- M : 0 <n; < N —1,0 < ny < 2} als
VAP von Rang 2 mit |P| = 2(N — 1) < |A| wiihlen.
Die letzte entscheidende Zutat des Beweises werden wir im néchsten Abschnitt beweisen:

Lemma 2.3 (Bogolyubov-Ruzsa). Sei p prim und R C Z/pZ nichtleer mit |R| = Ap. Dann
gibt es eine VAP Q C 2R — 2R von Rang n < \~2 mit |Q| >\ p.

Zunéchst zeigen wir, wie sich daraus der Satz von Freiman ergibt:

Beweis des Satzes von Freiman. Sei A C Z mit |A + A| < K|A|. Nach dem Einbettungslemma
zusammen mit dem Bertrandschen Postulat finden wir eine Primzahl p <k [84 — 84| <k |A]
(wegen der Pliinnecke-Ungleichung) und eine Menge A’ C A mit |A'| >k |A|, die Freiman-
isomorph von Ordnung 8 zu einer Teilmenge R C Z/pZ ist. Dann sind 24’ — 2A" und 2R — 2R
Freiman-isomorph von Ordnung 2. Nach dem Lemma von Bogolyubov-Ruzsa enthélt 2R — 2R
und damit auch 24" — 2A" eine VAP @1 mit |Q1]| >k |A| und Rang <k 1.

Diese wollen wir nun benutzen, um eine kleine VAP zu konstruieren, die A enthilt. Dazu
sei X C A maximal, sodass die Mengen (); + x mit x € X paarweise disjunkt sind. Wegen
Q1+ X C 3A—2A ist dann

Q1 + X| |3A — 24|
X| = <
X1 Qi1 — @]

nach der Pliinnecke-Ungleichung. Damit finden wir sicherlich eine VAP Q2 mit |Q2| <x 1 und
Rang < 1, die X enthilt. Wir setzen nun @Q = Q1 — Q1 + Q2. Dies ist sicherlich eine VAP
von Rang <x 1 mit |Q| < |A|. Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes a € A ein z € X C Q2
und ¢, € Qi mit a+¢ =x+q, alsoa =z +q— ¢ € Q, folglich gilt A C Q und wir haben
die gewiinschte VAP gefunden. O

!
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Der Beweis des Bogolyubov-Ruzsa-Lemmas erfolgt in zwei Schritten:

(1) Mithilfe von Fourier-Analysis zeigen wir, dass fiir eine solche grofie Menge A von Restklassen
die Menge 2A — 2A eine grofie Bohrmenge enthélt.

(2) Dann zeigen wir mithilfe der Geometrie der Zahlen, dass eine solche Bohrmenge immer eine
grofie (verallgemeinerte) arithmetische Progression enthélt.

2.1 Fourier-Analysis auf Z/mZ

Wir fithren zuniichst die Fourier-Transformation auf G' = Z/mZ ein. Dazu sei e(z) = e*™*,

Definition 2.4. Die Charaktere von G sind gegeben durch
Xr:G—C,g+— e(rg/m)

fiir jedes r € G. Die konstante Abbildung xo heifit der triviale Charakter.
Fiir eine Funktion f: G — C definieren wir ihre Fourier- Transformaierte f : G — C als

fr) =" x(9)f(9).

geqG

Fiir eine Teilmenge A C G schreiben wir Efur die Fourier-Transformierte der Indikatorfunktion
von A, also

Ar) =Y x(a).

a€A

Offensichtlich gilt [A(r)| < |A] = |A(0)|. Wir sammeln nun einige wichtige Eigenschaften:

Lemma 2.5 (Orthogonalitétsrelationen). Es gilt

ZXT(Q): {;n r=0

et r#0

und analog

ZXT(Q)_ {;n 9="

reG g%o'

Beweis. Wegen der Symmetrie x,(g) = x4(r) geniigt es, die erste Aussage zu zeigen. Fiir r = 0
ist die Aussage klar. Fiir r # 0 ist die Summe links

m—1 (egm‘r/m)g _ e27rimr/m -1 0
e2mir/m _ 1
g=0
nach der geometrischen Summenformel. O

.

Damit lésst sich nun leicht die folgende Identitéit zeigen:

-

Lemma 2.6 (Parseval). Fir f: G — C gilt

S |Fo| =m Y 1P

reG geG

‘ 2
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2
‘ —m-|A.

Insbesondere gilt also ) . ‘E(r)

~

Beweis. Es ist

S =Y X wlofe @)
reG r€G g1,92€G
= Y flo)fl92) Y xelgr — g2)
91,92€G reG
=m Y [f(9),
geG

wobei wir im letzten Schritt die Orthogonalitéit benutzt haben, um zu sehen, dass die innere
Summe fiir g; # g2 verschwindet und fiir g; = go genau m ist. O

Es gilt auch die Inversionsformel
flo) =~ 3 f-n)
g) = E -r XT(g)7
reG

die wir allerdings nicht weiter verwenden werden (sie ldsst sich ebenfalls direkt nachrechnen).
Die Fourier-Transformation ist also fast zu sich selbst invers (bis auf Vorzeichen und Normali-
sierung, bei der man ohnehin immer genau hinschauen muss, weil sie sich von Quelle zu Quelle
unterscheidet).

Man kann die Werte von f(r) also als Fourierkoeffizienten interpretieren: Die Charaktere y,
bilden eine besonders einfache Basis der Funktionen f : G — C. Jede Funktion f ldsst sich
somit als eine Linearkombination dieser Charaktere schreiben und die Werte von f(r) geben
exakt an, welche Koeffizienten in dieser Linearkombination auftreten.

J

Wir kénnen nun den ersten Schritt der oben beschriebenen Strategie umsetzen. Fiir eine reelle Zahl x
sei dazu [|z|| der Abstand von z zur nichsten ganzen Zahl.

7~

Definition 2.7. Fiir Restklassen ri,...,r, € Z/mZ und eine reelle Zahl € > 0 ist
B(ri,...,rn;e) :={9g € Z/mZ: |gri/m| <e,i=1,2,...,n}

die Bohrmenge mit Frequenzen r1,...,r, und Breite €.

Insbesondere ist also B(0;¢) = B(r1,...,m;1/2) = Z/mZ.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass im Fall n = 1 die Bohrmenge B(r;¢) immer eine
arithmetische Progression ist. Allgemeinere Bohrmengen sind also auch eine Art Verallgemeine-
rung von arithmetischen Progressionen. Allerdings kénnen sie (im Gegensatz zu arithmetischen
Progressionen) sehr grofe Summenmengen haben.

Satz 2.8 (Bogolyubov). Sei m > 2 und A C Z/mZ nichtleer sowie X € (0,1] mit |A] = Am.
Dann gibt es ein n < A\~2 und paarweise verschiedene Restklassen r1,...,r, € Z/mZ mit

B(ri,...,rp;1/4) C 2A—2A

.

Wir kénnen nicht erwarten, dass A selbst eine Bohrmenge (und damit eine grofie VAP) enthélt: Ein
Beispiel ist eine AP, in der einige Elemente fehlen. In der Menge 2A — 2A verschwinden diese Liicken.
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Beweis. Es ist

S A = S elrlg— o~ ax+as +as)/m)

reG reG,a1,a2,a3,a4€A

gleich der Anzahl an Losungen von g = a1 + as — ag — a4, insbesondere also genau dann positiv,
wenn g € 24 —2A. Da die Losungsanzahl reell ist, ist auch die linke Seite reell und damit gleich
ihrem Realteil, mithin ist genau dann g € 24 — 2A, wenn

> " A(r)[* cos(2mgr /m)
reG

positiv ist. Fiir ein noch zu bestimmendes R = {ri,...,r,} C G mit 1 = 0 und g €
B(ri,...,rn;1/4) ist dann ||gr;/m|| < 1/4 fiir alle ¢ und damit cos(27r;g/m) > 0. Alle Terme
in der obigen Gleichung mit r € R haben also einen nicht-negativen Beitrag, der Term r = 0
tragt |A|* bei. Damit geniigt es R so zu wihlen, dass

YAt <14
réR
gilt um B(rq,...,7r;1/4) C 2A — 2A zu folgern. Wihlen wir
R={reG:|A(r) > M}
fiir einen noch zu bestimmenden Parameter M, so folgt wegen der Parseval-Identitét
Y AP = mlAl = A1 AP
reG

schon

Y IA@T < MPY AP < MY AP = MPATHAP

T¢R r¢R reG

Wir kénnen also M = v/A|A| wihlen. Wegen der Parseval-Identitiit kann es gleichzeitig nicht
zu viele grofle Fourier-Koeffizienten geben. Genauer gilt

ATHAR =3 JAM)P = Y AP = AP
reG reR

und damit |R| = n < A2 wie behauptet. O

2.2 Geometrie der Zahlen

Um den Beweis des Bogolyubov-Ruzsa-Lemmas und damit des Satzes von Freiman abzuschlieflen,
bendtigen wir noch einen letzten Schritt, ndmlich die folgende Aussage:

Lemma 2.9. Seip > 2 prim und r1,...,r, € Z/pZ. Dann gibt es eine n-dimensionale VAP
Q CZ/pZ mit Q C B(ry,...,mp;1/4) sowie |Q| >, p.

(Die Aussage stimmt auch, wenn wir 1/4 durch einen beliebigen Wert § € (0,1/2) ersetzen, allerdings
wird dann die implizite Konstante in der Abschétzung fiir || auch von ¢ abhéngen.)

Fiir den Beweis dieses letzten Lemmas miissen wir zunéchst etwas ausholen und in die Geometrie der
Zahlen eintauchen, die von Hermann Minkowski um 1900 ausgearbeitet wurde. Grob gesagt geht es
dabei um die Untersuchung von Punkten, die einerseits eine arithmetische Bedingung (Gitter) und
andererseits eine Ungleichungsbedingung erfiillen. Zunéchst fithren wir einige wichtige Begriffe ein:
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Definition 2.10. Fin Gitter A C R™ von Rang n ist eine diskrete Untergruppe
A={av1+ - +apvy:a; € Z} CR™

fir linear unabhdngige Vektoren vy,...,v, € R™.
FEine solche Menge {v1,...,v,} von Vektoren heifit Basis des Gitters. Der Fundamentalbe-
retch von A bzgl. dieser Basis ist das Parallelepiped

F={av1+ - +apv,:0<a; <1} CR™.
Ist n = m, so nennen wir A ein volles Gitter und nennen
det(A) := |det(vy,...,vn)| = vol(F)

die Determinante oder das Kovolumen des Gitters A.

Man beachte, dass der Fundamentalbereich von der Wahl der Basis abhingt, die Determinante des
Gitters aber nicht (denn die Basiswechselmatrix muss in SLy(Z) liegen, also Determinante +1 haben).

Beispiel:

(i) Das Gitter A = Z" C R™ hat die Standardbasis (ej,...,e,) und Determinante 1. Der
Fundamentalbereich bzgl. dieser Basis ist ein Einheitswiirfel.

(i) Das Gitter A = Z? C R? hat neben der Basis {(1,0), (0, 1)} auch die Basis {(1,0), (1,1)}.
Hier ist der Fundamentalbereich ein Parallelogramm, aber immer noch mit Flédche 1.
Tatséchlich liefert jede Menge {(a,b), (c,d)} von Vektoren in Z? mit ad — bc = +1 eine
Basis.

(iii) Sind zwei Gitter Ay C Ay C V gegeben, so gilt det(As) | det(A;), denn eine Basis von Ay
hat eine ganzzahlige Koordinatendarstellung bzgl. einer Basis von Ag, die Determinan-
te des Basiswechsels ist also ganzzahlig (aber nicht unbedingt +1, da die Inverse nicht
ganzzahlig sein muss).

(iv) Fiir gegebene (a,b, c) € Z3\{(0,0,0)} ist die Menge {(z,y, ) € Z> : ax+by+cz = 0} C R?
ein Gitter von Rang 2.

(v) Fiir gegebene (a,b,c) € Z3 mit ¢ # 0 ist {(z,y) € Z* : ¢ | ax + by} C R? ein volles Gitter.
Ist ggT(a,b,c) =1, so ist die Determinante |c|.

Das erste wichtige Resultat sagt uns, unter welchen Bedingungen wir in bestimmten Mengen Gitter-

punkte erwarten konnen:

Definition 2.11. Eine Menge V' C R™ ist (zentral-)symmetrisch, falls zu v € V stets auch
—v eV gilt.

Die Menge V-.C R™ heifit konvex, falls zu vi,vo € V und t € [0,1] auch tvy + (1 —t)vg € V
gilt.

Satz 2.12 (Minkowski I). Sei A C R" ein volles Gitter und V' C R™ konvex und zentralsym-
metrisch mit vol(V') > 2™ det(A). Dann enthdlt V einen Punkt v € A\{0}.
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Beweis. Wir betrachten die reskalierte Menge %V = {5 : v € V} mit Volumen vllV) - Wir

2TL
zeigen, dass die Verschiebungen %V + v fiir verschiedene v € A nicht paarweise disjunkt sein
kénnen. Dann folgt, dass es v1,v2 € V' gibt mit 5% = v — v € A\{0} und wegen der

Konvexitét und der Zentralsymmetrie ist auch =52 = v1+(2_v2) eV.

Nehmen wir nun also an, die Verschiebungen wéren paarweise disjunkt. Fiir einen groflen Para-
meter R betrachten wir nun einen Wiirfel mit Seitenldnge R. Dieser enthélt asymptotisch etwa
%&) viele Gitterpunkte von A. Wenn wir fiir jeden dieser Gitterpunkte die Menge %V + A
betrachten, liegen diese alle in einem Wiirfel mit Seitenldnge R+ ¢, wobei ¢ nur von V' abhéngt.
Wiren sie disjunkt, hétten sie allein schon ein Volumen von det: e Voé(nv) , was kleiner als (R+c)"

sein muss. Damit folgt

vol(V') - (R+¢o)"
27 det(A) R®

und damit vol(V') < 2" det(A), da die rechte Seite fiir groe R beliebig nah an 1 kommt. O

Fiir unsere Anwendung wird es allerdings entscheidend sein, nicht nur die Existenz eines Gitterpunkts
in einer bestimmten Menge zu zeigen, sondern ihre Anzahl und Struktur relativ prézise zu bestimmen.
Dazu benétigen wir noch ein weiteres Konzept:

Definition 2.13. Sei A C R"™ ein volles Gitter. Die sukzessiven Minima \,..., )\, von A
werden durch die folgende Eigenschaft charakterisiert: Es ist A, die kleinste reelle Zahl, fir die
es k linear unabhingige Vektoren vy, ..., vp € A gibt mit |vi|, ..., |vk| < Ag.

Aquivalent kénnen wir sie iterativ konstruieren: Wir withlen einen Vektor v; € A\{0} minimaler
Lénge |v1| = A1. Dann wihlen wir einen Vektor ve im Komplement von span(v;) mit minimaler Lange
|va| = Ag. Dann wihlen wir einen Vektor vs im Komplement von span(vi,v2) mit minimaler Lange
lug| = As ete.

Auf diese Weise erhalten wir eine Basis {v1,...,v,} des Vektorraums mit |v;| = A;. Diese ist nicht
unbedingt eindeutig, die dquivalente Charakterisierung in der Definition zeigt aber, dass die Werte
von \; unabhéngig von dieser Wahl der Basis sind.

Obacht: Im Allgemeinen ist die so konstruierte Basis keine Basis des Gitters A! Das kleinste
Gegenbeispiel tritt allerdings fiir n = 5 auf... Man kann allgemein zeigen, dass es immer eine
Basis {wy,...,w,} von A gibt mit \; <, |w;| <, \;, was fiir Anwendungen typischerweise gut
genug ist.

Sicherlich gilt 0 < Ay < --- < \,,. Aus dem ersten Satz von Minkowski folgt A} < det(A).

Der zweite Satz von Minkowski macht eine wesentlich stirkere Aussage:

Satz 2.14 (Minkowski II). Sei A C R™ ein volles Gitter. Dann gilt

det(A) < Aj... Ay <5, det(A).

Beweis. Zunichst ist die untere Schranke klar, denn die zu den sukzessiven Minima gehérenden
minimalen Vektoren v; € A mit |v;| = A; bilden die Basis eines Untergitters von A, ihre Deter-
minante ist also ein ganzzahliges Vielfaches von det(A), mithin mindestens det(A).
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Fiir die obere Schranke betrachten wir zunéchst eine orthogonale Transformation (Gram-
Schmidt), die die Basis (v1,...,v,) in eine untere Dreiecksform bringt, also vy =
(211,0,0,...,0), vo = (212, 222,0,0,...,0) etc. Wir betrachten nun das Ellipsoid

n. T ;
E:{(asl,...,xn)GR :P+ +)\2<1}
1
welches offensichtlich konvex und zentralsymmetrisch ist. Wir behaupten, dass F keinen Gitter-
punkt x € A\{0} enthélt. Ist ndmlich y € A ein solcher Punkt, bei dem die k-te Koordinate als
letzte von Null verschieden ist, so muss |y| > Ay gelten (nach Minimalitdt von A\x) und damit

y? 2y ve ovittue P

Ayl Ly > 1
A A

\2 P AT

und damit y ¢ E. Damit enthélt E keine von Null verschiedenen Punkte aus A. Nach dem
Minkowskischen Gitterpunktsatz folgt dann aber wie gewiinscht

Al A < VOl(F) < det(A). O

Damit kénnen wir nun endlich auch unser Ausgangsproblem lésen:

Beweis von Lemma 2.9: Ist n = 1 und r1 = 0, so ist nichts zu tun. Andernfalls konnen wir
annehmen, dass alle r; von Null verschieden sind. Wir betrachten die Summe

A={(mz,...,rx):z € Z} + (pZ)" CR"

Dies ist sicherlich eine additive Untergruppe von Z™, mithin ein Gitter. Konkret durchliuft der
Vektor (rz, . .., r,z) nach Konstruktion genau p verschiedene Vektoren modulo p, somit besteht
A aus p disjunkten verschobenen Kopien des Untergitters (pZ)™ und es folgt det(A) = p" 1.
Wir betrachten nun die sukzessiven Minima 0 < A\; < --- < ), und zugehérige minimale
Vektoren vy, ...,v, € A. Zu jedem v; gibt es nach Konstruktion ein x; € Z/pZ mit

v; = (ri%i, ..., ;) (mod p).
Wir definieren unsere VAP nun wie folgt:
Q= {a1x1 + it anTy, s <a; < &} C Z/pZ

fur 4; := ﬁ)\i. Wir behaupten nun, dass @ die gewiinschten Eigenschaften besitzt.
Einerseits ist @) in der Bohrmenge enthalten: Fiir x € @ und r € {ry,...,r,} ist nimlich

Ze lvi 1.

Andererseits miissen wir die Grofle von ) abschéitzen. Dazu iiberpriifen wir zunichst, dass @
eine echte VAP ist, d.h. alle Summen ), a;z; sind paarweise verschieden. Sonst gébe es a;, a;
mit >, (a; —a;)z; = 0. Dann folgt aber ). (a; —a})v; =0 (mod p). Allerdings sind die Eintrége
des Vektors links nach Konstruktion im Betrag maximal 23", #;|v;| = &, mithin miisste sogar
> (ai —a;)v; = 0 gelten, was der linearen Unabhéngigkeit der v; widerspricht. Damit ist ¢ echt
und es folgt

n

< Z|az’

1=1

rT

b

Tl‘z

n

\Q|>H +2(4:)) H —“A>>np,

wobel wir im letzten Schritt den zweiten Satz von Minkowski benutzt haben. OJ




3 Inzidenzgeometrie und das Summen-Produkt-Problem

In den letzten Abschnitten haben wir gesehen, dass eine Menge mit kleiner Summenmenge notwendig
eine Struktur dhnlich der einer arithmetischen Progression hat. Analog kann man sich fragen, was sich
iiber die Struktur von Mengen mit kleiner Produktmenge A- A aussagen lisst. Diese sollten in gewisser
Weise eine Struktur dhnlich der einer geometrischen Progression haben. Da arithmetische und geo-
metrische Progressionen sehr unterschiedliche Strukturen haben, sollten nicht beide Félle gleichzeitig
eintreten, mit anderen Worten sollte stets mindestens eine der Mengen A + A oder A - A , grof3“ sein.
Mit der Technologie, die wir im Beweis des Satzes von Freiman benutzt haben, lédsst sich aber nur eine
sehr schwache quantitative Version dieser Heuristik beweisen.

Stattdessen wollen wir in diesem Abschnitt sehen, wie sich mit viel einfacheren Methoden recht starke
Ergebnisse in dieser Richtung zeigen lassen. Unser erstes Hauptresultat lautet wie folgt:

Satz 3.1 (Gyorgy Elekes 1997). Sei A C R\{0} endlich und nichtleer. Dann gilt
A+ Al |A- Al > |A]P2

Insbesondere gilt

max(|A + A, |A- A]) > |A]P/4.

Wie bereits in der Einleitung diskutiert haben Erd6s und Szemerédi zuerst eine Version der
zweiten Aussage mit |A|'T0 auf der rechten Seite fiir ein gewisses § > 0 gezeigt und vermutet,
dass die Aussage fiir jedes 0 € (0,1) stimmt (wobei die implizite Konstante von § abhéngt). Mit
anderen Worten sollte eine der beiden Mengen stets fast so grofl wie moglich sein. Die beste
bekannte Aussage ist derzeit § = £ + g2 (Bloom, 2025).

Fiir A C [, sieht die Situation anders aus, denn fiir A = F,, ist |[A + A| = |A- A] = |A|. Allerdings
kann man zeigen, dass es fiir kleinere Mengen A C F, auch ein Summen-Produkt-Phénomen gibt,
auch wenn wir dies hier nicht beweisen werden:

Satz 3.2 (Mohammadi, Stevens 2021). Fir A C F, mit |A| < p'/? gilt

max(|]A + A, |A- A]) > |A]P/4.

Die entscheidende Idee von Elekes war es, die Aussage geometrisch zu interpretieren: Bezeichnen wir
mit P die Punktmenge (A + A) x (A - A) C R? und mit £ die Menge der |A|?> Geraden der Form
y = ai(x — ag) fiir a1, as € A, so geht jede Gerade aus £ durch mindestens |A| Punkte aus P, ndmlich
durch die Punkte (a2 + a3, a; - a3) mit az € A.

Damit sind wir in der folgenden allgemeinen Situation: Gegeben eine endliche Menge P von p Punkten
und eine endliche Menge £ von ¢ Geraden in der Ebene, was ldsst sich iiber die Anzahl I = I(P, L)
an Inzidenzen, also an Paaren (P, L) mit P € P,L € L und P € L aussagen?

Sicherlich ist I < p-¢. Mit wenig Aufwand kann man eine deutlich bessere Schranke erhalten:
Bezeichnen wir fiir jede Gerade L € £ mit r(L) die Anzahl an Punkten auf L, so erhalten wir mit
Cauchy-Schwarz

2
I? = (Zr(L)) <) (L)
L

L

Es ist aber >, r(L)? einfach die Anzahl an Tripeln (Pi, P2, L) mit Pi, P, € L. Sicherlich gibt es
hochstens I solche Tripel mit Py = P». Fiir P; = P» ist dagegen L durch P;, P» eindeutig bestimmt,
also gibt es hochstens p? solche Tripel. Insgesamt folgt 12 < ¢ - (I + p?) und damit I < pvV/Z + £.
Vertauscht man in diesem Argument die Rollen von p und ¢, erhélt man analog auch I < £,/p + p.
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In unserer Konfiguration oben mit p = |A + A| - |A- A| und ¢ = |A|? gilt T > |AJ]3. Aus den obigen
Abschitzungen ergibt sich in diesem Fall allerdings nur die triviale Schranke p > |A|2. Dies ist auch
nicht weiter iiberraschend, denn wir haben nichts iiber den Grundkorper ausgenutzt und in endlichen
Korpern ist sicherlich A-A = A+ A = A = K moglich, sodass wir keine bessere Abschétzung erwarten
konnen. Umgekehrt kénnen wir allerdings die Geometrie der euklidischen Ebene benutzen, um unsere
Inzidenzschranke zu verbessern:

Satz 3.3 (Szemerédi-Trotter 1983). In der reellen Ebene gilt

I(P, L) < p*/3023 4 p+ 0.

Die Schranke ist scharf, wie das folgende Beispiel zeigt: Fiir k € Nsei P = {(z,y) : 1 <z <
E1<y<2k?lund L={y=maz+b:1<m<k,1<b<k?}. Dann ist p = 2k3 und ¢ = k3.
Jede Gerade aus £ geht durch genau k Punkte in P, folglich ist I(P, £) = k*.

Beweis von Satz [3.1, Wir wenden den Satz von Szemerédi-Trotter auf die Menge der p =
|A+ A|-]A- A| Punkte und |A|? Geraden wie oben an. Dann ist I > |A]> und es folgt

AP < pP|A] +p + AP,

woraus sich durch Umstellen sofort p > |A|>/? ergibt. O

.

Fiir den Satz von Szemerédi-Trotter geben wir einen eleganten Beweis nach Lészlé Székely (1997).
Dazu bendtigen wir zunéchst eine Aussage iiber die Kreuzungszahl eines Graphen, also die minimale
Anzahl von Schnittpunkten zweier Kanten eines Graphen, wenn dieser in die Ebene eingebettet wird.
Die Kreuzungszahl ist also genau dann 0, wenn der Graph planar ist.

Satz 3.4 (Kreuzungszahl-Ungleichung). FEs sei G ein Graph mit E Kanten und V' Knoten. Gilt
E >4V, dann ist die Kreuzungszahl von G mindestens 6—25—2.

Beispielsweise hat der vollstéindige Graph K, fiir groBe n Kreuzungszahl > n?.

Beweis. Sei zundchst G planar, zusammenhéngend und mit mindestens einem Kreis. Ist F die
Anzahl an Flichen, in die der Graph die Ebene teilt (inklusive der duferen), so gilt nach der
Eulerschen Formel V — E + F = 2. Andererseits gilt 3F < 2F, denn jede Fliche grenzt an
mindestens drei Kanten, aber jede Kante an hochstens zwei Flachen.

Insgesamt folgt £ < 3V — 6 < 3V. Die Ungleichung F < 3V gilt damit fiir jeden planaren
Graphen, unabhingig davon, ob dieser zusammenhéngend ist oder einen Kreis besitzt.

Aus einem Graphen mit & Kreuzungen kénnen wir sicherlich immer k& Kanten so entfernen,
dass der Graph danach planar ist. Folglich ist die Kreuzungszahl K eines beliebigen Graphen
mindestens E — 3V. Dies ist natiirlich deutlich schwécher als die Schranke, die wir zeigen
wollen. Der Trick ist nun, die Ungleichung K > F — 3V fiir einen zufilligen Teilgraphen von G
zu betrachten. Dazu sei p € [0,1] ein Parameter, den wir spéter wiithlen. Wir betrachten einen
zufélligen Teilgraphen von G, bei dem wir jeden Knoten mit Wahrscheinlichkeit p unabhéngig
voneinander wéhlen (und dann alle Kanten zwischen den verbliebenen Knoten).

Nun gilt E(K(G")) < p*K, E(E(G")) = p*E sowie E(V(G’)) = pV. Es folgt

p*K > p’E — 3pV

und damit K > E/p?—3V/p3. Nun withlen wir p = % € [0,1] und erhalten die Behauptung. [
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Beweis von Satz|3.5 Wir entfernen zunéchst alle Geraden aus £, die hochstens einen Punkt aus
P enthalten. Das sind maximal ¢ Inzidenzen, ist also kein Problem. Aus den iibrigen Geraden
konstruieren wir einen Graphen, dessen Knoten die Punkte aus P sind und dessen Kanten
die Segmente von Geraden aus £ zwischen zwei benachbarten Punkten aus P sind. Aus jeder
Gerade mit k > 2 Inzidenzen werden dann k —1 > % Segmente, also gilt £ > I/2 und natiirlich
V =p. Ist E < 4V, so folgt I < 8p, was in Ordnung ist. Andernfalls ist die Bedingung der

Kreuzungszahl-Ungleichung erfiillt und es gibt mindestens 6%15—3 > 5%;—2 Kreuzungen. Aber

jede Kreuzung ist ein Schnitt von zwei Geraden, davon gibt es folglich maximal ¢2. Somit gilt

5%;—3 < /2 und es folgt I < 8p2/3m2/3. O

Zum Abschluss wollen wir noch eine elegante Idee von Jézsef Solymosi (2009) kennenlernen, mit der
wir den Exponenten noch einmal verbessern kénnen:

Satz 3.5 (Solymosi 2009). Sei A C R\{0} endlich mit |A| > 2. Dann gilt
A1
log |A|

A+ AP -|A- Al >

Insbesondere gilt
max(|A+ Al |4+ A]) > [A]"/<.

Beweis. O.B.d.A. enthalte A nur positive reelle Zahlen. Wir bezeichnen mit
Em(A) = #{(al,ag,ag,a4) S A4 rajag = a3a4}

die multiplikative Energie von A. Ahnlich wie bei der additiven Energie zeigt eine Anwendung
4
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung leicht E,,(A) > %. Wir sind also fertig, wenn wir E,,(4) <

(log |A|) - |A + AJ? zeigen kénnen. Wir kénnen die Bedingung in der multiplikativen Energie
umschreiben zu ay /a3 = as4/as. Fiir v € A/A ist die Losungszahl von a1 /a3 = x exakt |[zANA].
Wir kénnen also
En(A)= ) |zAN A
xz€A/A

schreiben. Nun verwenden wir einen niitzlichen Trick, dyadische Zerlegung: Die Groéfle von
|lzA N A| variiert zwischen 1 und |A|, ldsst sich also in < log|A| viele Intervalle der Form
[R,2R) zerlegen. Damit erhalten wir

E,,(A) < (log |A]) - 2. A/A:R<|zANA| < 2R).
(A) < (log|Al) 1§”1§2’|‘A|R #{re A/JA: R<|zANA| < 2R}

Dabei haben wir den Faktor log|A| verloren, aber die Information dazugewonnen, dass alle
betrachteten Mengen xA N A in etwa gleich grofl sind. Diese kénnen wir nun geometrisch in-
terpretieren als Punkte aus A x A, die auf der gleichen Ursprungsgerade mit Steigung x liegen.
Angeommen, es gibt m solche Werte 21 < o3 < --- < x,,,. Entscheidend ist nun, dass die > R?
Summen der Form a + b mit a € ;AN A und b € x;11A N A alle verschieden sind (denn aus
a+b=ad +V folgt a—a =0b—1V, aber a — d’ liegt auf der Geraden mit Steigung z; und
b — b auf der Geraden mit Steigung ;1) und auch fiir verschiedene i verschiedene Summen
liefern (denn diese Summen liegen immer im Kegel zwischen den beiden Geraden). Schliellich
konnen wir auch zwischen der Geraden mit Steigung z,, sowie der senkrechten Geraden durch
2 = min A noch einmal > R? verschiedene Summen konstruieren. Insgesamt erhalten wir damit
> mR? verschiedene Elemente von (A + A) x (A+ A) und es folgt mR? < |A+ A|? und damit
die Behauptung. ]
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4 Die Polynommethode

Als Motivation erinnern wir uns noch einmal an den Satz von Cauchy-Davenport: Fiir nichtleere
Mengen A, B C F), gilt

|A+ B| > min(|A| + |B| — 1, p).
Unser kombinatorischer Beweis war nicht kompliziert, aber die Beweistechnik ist nicht besonders

robust. Dies zeigt zum Beispiel die folgende leichte Variation, die 1964 von Erdés und Heilbronn
vermutet wurde, aber erst 1994 von da Silva und Hamidoune bewiesen werden konnte:

Satz 4.1 (Erdés-Heilbronn-Vermutung). Ist A C F), endlich und nichtleer, so gilt

#{a1 +az :aj,as € A;a1 # a2} > min(2|A| — 3, p).

Wie das Beispiel A ={0,1,...,k — 1} leicht zeigt, ist die Schranke scharf.

Unsere vorige Beweistechnik fiir den Satz von Cauchy-Davenport bricht hier komplett zusammen. In
diesem Abschnitt wollen wir die Polynommethode entwickeln und mit ihr einen robusteren Beweis fiir
Cauchy-Davenport geben, mit dem sich dann auch die Erdos-Heilbronn-Vermutung zeigen lésst.

4.1 Der kombinatorische Nullstellensatz

Die fiir uns in diesem Abschnitt grundlegende Eigenschaft von Polynomen ist, dass diese nicht an allzu
vielen Stellen gleichzeitig verschwinden koénnen. Eine sehr leichte, aber oft bereits niitzliche Version
fiir Polynome in mehreren Variablen ist die folgende Aussage:

Lemma 4.2 (Nullstellen-Schranke). Sei K ein Korper und P € K|z, ..., x,] von Grad mazi-
mal d; in x; sowie Si,...,S, C K Mengen mit |S;| > d;. Angenommen, P(xy,...,x,) =0 fir
alle (x1,...,x,) € S1 X -+ X Sy. Dann ist P das Nullpolynom.

Beweis. Wir verwenden Induktion {iber n. Fiir n = 1 reduziert sich das Problem auf die be-
kannte Tatsache, dass ein Polynom P # 0 von Grad d iiber einem beliebigen Kérper maximal d
Nullstellen haben kann. Sei nun n > 1 und die Aussage fiir n — 1 bereits bekannt. Wir schreiben

dp—1
P(xi,...,xp) = Z Pj(x1,...,xp—1)z],.
=0

Fiir feste x1,...,x,—1 € S1 X -+ X .S,_1 ist die rechte Seite ein Polynom in x,, von Grad maximal
dy, was fiir alle x,, € S, verschwindet, mithin das Nullpolynom ist. Also ist Pj(z1,...,2p—1) = 0.
Da dies fiir alle z1,...,2,—1 € S1 X -+ X S,_1 der Fall ist und die P; ebenfalls Grad maximal
d; in z; haben, folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dass P; fiir alle j das Nullpolynom ist
und dann auch P. O

Fiir viele Anwendungen ist die Bedingung aber zu stark, den Grad in jeder Variablen einzeln kontrol-
lieren zu miissen. Eine raffinierte Weiterentwicklung der gleichen Idee liefert der folgende Satz:

Satz 4.3 (Kombinatorischer Nullstellensatz). Sei K ein Kdrper und P € Klz,...,x,] von
Grad di+- - -+d,, sowie S1,...,S, C K Mengen mit |S;| > d;. Angenommen, P(x1,...,2,) =0

fir alle (x1,...,xy,) € S1 X -+ x Sy. Dann ist der Koeffizient von xfl coooxdnoin P gleich Null.
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Beweis. Wir verwenden Induktion {iber n, wobei der Fall n = 1 sofort aus dem vorigen Lemma
folgt. Im allgemeinen Fall konnen wir sicherlich |S;| = d; + 1 annehmen. Wir teilen nun P mit
Rest durch [[,cq (#n — s) und erhalten eine Darstellung

P(z1,...,2n) = Q(z1,...,2y) H (xn, — )+ R(x1,...,2n)

SESh
mit
R(ml, R ,:Cn) = :l?fll"Rdn(xl, e ,l‘nfl) + x;il"_len_l(CL‘l, ce ,l'nfl) + 4 Ro(l‘l, ce ,xnfl).
Nach Konstruktion verschwindet R auf ganz S X - -+ x S,,. Fiir feste (z1,...,2,-1) € S1 X+ X

Sn—1 ist dies aber wieder ein Polynom in z, von Grad d,, was auf ganz S,, verschwindet, muss
also das Nullpolynom sein. Damit verschwinden alle R; auf S; x ...S,_1. Man sieht nun aber,
dass der Koeffizient von 2% - ... . z% in P gleich dem Koeffizienten von z% - ... xi”_‘ll in Ry,

ist, welcher nach Induktionsvoraussetzung verschwindet. O

Als Anwendung wollen wir zundchst noch einmal den Satz von Cauchy-Davenport beweisen:

Beweis von Cauchy-Davenport. O.B.d.A. sei |A| + |B| < p+ 1, dann wollen wir |A + B| >
|A| + |B| — 1 zeigen. Angenommen, es ist |A + B| < |A| 4+ |B| — 2. Fiir eine Menge C' C F,, mit
A+ B C Cund |C| = |A| + |B| — 2 betrachten wir das Polynom

P(a,y) = [[@+y—¢)
ceC

von Grad |A|+ |B| — 2. Nach Konstruktion verschwindet P auf A x B. Nach dem kombinatori-
schen Nullstellensatz muss dann der Koeffizient von z/4/=1yBI=1 verschwinden, aber dieser ist

('ARJAE‘JQ), was nicht Null in F, (also nicht durch p teilbar) ist, da |A|+|B|—2 < p vorausgesetzt
war. U

Mit dieser Technik lédsst sich nun auch leicht die Erdos-Heilbronn-Vermutung 16sen:

Beweis von Satz[4.1. Fiir p = 2 ist die Aussage trivial. Sei nun p > 3 ungerade, dann kénnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass 2|A| — 3 < p gilt. Angenommen, die linke Seite wére hochstens
2| A| —4. Dann betrachten wir wieder eine Menge C, die alle diese Summen und insgesamt exakt
2|A| — 4 Elemente enthélt sowie das Polynom

P(z,y)=(z -y’ [[(@+y—o).
ceC

Dann hat P Grad 2|A| — 2 und verschwindet nach Konstruktion auf ganz A x A, mithin muss
nach dem Kombinatorischen Nullstellensatz der Koeffizient von z!41=1yl41=1 in P verschwinden.

Dieser ist aber
2<2|A\—4> _2<2|A|—4> . 2-(2]4] —4)!
|Al -1 |Al -2 (JA] = D) A] = 2)V

was nach Konstruktion nicht durch p teilbar und damit nicht 0 in [, ist. O

Bemerkung: Die interessierte Leserin moge sich iiberlegen, warum das gleiche Argument mit
dem eigentlich naheliegenderen Polynom P(z,y) = (z — y) [[.cc(# 4+ y — ¢) nicht funktioniert
(und eine vermeintlich bessere Schranke gezeigt) hétte.
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4.2 Das Kakeya-Problem iiber endlichen Kérpern

Das Kakeyaproblem (1917) fragt urspriinglich nach der kleinsten Menge in der Ebene, in der man
eine Nadel der Linge 1 stetig einmal um 360° um sich selbst drehen kann. Zum Beispiel geht das
offensichtlich in einer Kreisscheibe mit Radius 3 (Fliche m/4), aber auch in einem gleichseitigen
Dreieck mit Hohe 1 (Fliche 1/4/3) und es ist nicht schwer, noch etwas bessere Beispiele hinzuschrei-
ben. Uberraschenderweise konnte Besikowitsch 1919 solche Mengen konstruieren, die beliebig kleines
Lebesgue-Mafl haben. Seine Konstruktion reduziert das Problem zunéchst auf die Konstruktion von
Besikowitsch-Mengen, das sind Mengen, die ein Einheitssegment in jede Richtung enthalten.

Auch wenn solche Mengen beliebig kleines Lebesgue-Mafl haben konnen, besagt die Kakeya- Vermutung,
dass eine Besikowitsch-Menge im R™ immer noch Hausdorff-Dimension n haben muss (also in einem
gewissen Sinne nicht allzu klein sein kann). Die Kakeya-Vermutung war bis vor kurzem nur fiir n = 2
bekannt, im Februar 2025 wurde sie fiir n = 3 von Hong Wang und Joshua Zahl bewiesen, fiir alle
n > 4 ist sie weiterhin offen.

Im Jahr 1999 wurde vom Thomas Wolff ein Analogon der Kakeya-Vermutung iiber endlichen Kérpern
aufgestellt. Die Hoffnung bei solchen Problemen ist, dass sie iiber endlichen Koérpern etwas leichter
zugénglich sind, sich die Methoden aber im Idealfall spater auch auf den reellen Fall {ibertragen lassen.
Lange wurde geglaubt, dass die Kakeya-Vermutung auch iiber endlichen Kérpern ein sehr schweres
Problem ist, bis Zeev Dvir im Jahr 2008 einen sehr kurzen und eleganten Beweis gefunden hat, mit
dem wir uns nun beschéftigen.

Satz 4.4 (Kakeya-Vermutung tiber F,,, Dvir 2008). Sei p prim und K C [, eine Menge, die
fiir jeden Vektor y € F eine Gerade der Form {x+ty : x,t € Fp} enthdlt. Dann ist |K| >, p".
Konkret kann die implizite Konstante % gewdhlt werden.

Fiir den Beweis bendtigen wir zunéchst einige allgemeine Aussagen iiber Polynome iiber endlichen
Korpern. Sei dazu Polyp(Fy) der Vektorraum aller Polynome iiber F, in n Variablen, deren Ge-

samtgrad maximal D ist. Mithilfe elementarer Kombinatorik sieht man, dass die Dimension dieses
D: n) ist, insbesondere mindestens D—T.

Vektorraums ( -

-

Lemma 4.5 (Parameter-Schranke). Ist S C Fj und D so, dass [S| < (D:”) ist, dann gibt es
ein Polynom P € Poly ,(F;)\{0}, welches auf ganz S verschwindet.

Beweis. Fiir jeden Punkt x € S ist die Bedingung P(z) = 0 eine lineare Relation, die die
Koeffizienten von P erfiillen miissen. Nach Voraussetzung ist die Anzahl dieser Relationen
kleiner als die Dimension des Vektorraums, mithin hat der Losungsraum positive Dimension
und enthélt damit in jedem Fall ein P # 0. O

Beweis von Satz : Angenommen, es gibt eine Besikowitsch-Menge K mit |K| < (pﬁlhl).
Dann gibt es nach der Parameter-Schranke ein Polynom P von Grad D < p — 1, welches auf
ganz K verschwindet. Wir schreiben P = Pp + R, wobei Pp homogen von Grad D ist und R
von Grad maximal D — 1.

Fiir ein beliebiges y € F)\{0} gibt es nach Voraussetzung ein = € F; mit P(x +ty) = 0 fiir alle
t € Fp,. Als Polynom in ¢t hat P(z +ty) nun Grad maximal D < p —1 mit Leitkoeffizient Pp(y).
Nach der Nullstellenschranke fiir n = 1 muss es damit identisch Null sein, also folgt Pp(y) = 0.
Damit verschwindet Pp fiir alle y € Fy. Nach der Nullstellenschranke ist dann aber Pp das
Nullpolynom, was ein Widerspruch zu unserer Annahme ist, dass P Grad D besitzt.

Damit folgt, dass jede Besikowitsch-Menge |K| > (erZ*l) > % erfiillt. O
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4.3 Arithmetische Progressionen in F%

In diesem Abschnitt wollen wir noch ein anderes Problem untersuchen, welches iiber endlichen Korpern
einen ganz anderen Zugang erlaubt als iiber Z. Dies betrifft die bereits in der Einleitung diskutierte
Frage, wie grofl eine Menge sein kann, die keine arithmetische Progression der Léinge 3 (3-AP) enthélt.
(Hier und im Folgenden werden nur nichttriviale 3-AP betrachtet, Folgen der Form (z,z,z) konnen
wir natiirlich nicht ausschlielen.)

Zum Problem fiir Teilmengen von {1,2,...,N} C Z werden wir in den néchsten Kapiteln noch
zuriickkommen. Hier sei nur angedeutet, dass es ein sehr schwieriges Problem ist und alle nicht-
trivialen Schranken fiir die maximale Grofle 73(/V) einer solchen Menge von der Form % sind fiir
eine Funktion w(n), die relativ langsam gegen unendlich geht.

Untersuchen wir stattdessen Teilmengen von I fiir eine feste Primzahl p und n — oo, so ist die
triviale obere Schranke p™. Speziell fiir p = 3 handelt es sich wie in der Einleitung diskutiert um das
Problem, wie grof3 eine Teilmenge von % sein kann, die kein SET enthalt.

Da die Menge {0, 1}" sicherlich keine 3-AP enthilt, liegt die richtige Antwort irgendwo zwischen 2"
und 3". Mit &hnlichen (technisch aufwéndigen) Methoden wie fiir den Fall von Z konnte Meshulam
1995 die obere Schranke < % zeigen, was schliefllich 2012 von Bateman und Katz zu % fiir ein
gewisses (sehr kleines) ¢ > 0 verbessert wurde.

Es war lange Zeit eine offene Frage und wurde fiir ein sehr schwieriges Problem gehalten, ob es eine
Konstante ¢ < 3 gibt, sodass solche Mengen hochstens < ¢ Elemente enthalten. Umso {iberraschender
war es, als 2016 ein sehr kurzer Beweis dafiir gefunden wurde:

Satz 4.6 (Ellenberg-Gijswijt 2016). Sei p > 2 prim. Dann gibt es eine Konstante ¢, < p mit
der folgenden Eigenschaft: Fir jede Menge S C Fy ohne nicht-triviale 3-AP gilt |S| < c. Es
kann c3 = 2.756 gewdhit werden. Fiir grofie p kann man c, ~ 0.85p wdhlen.

Beweis. Wir betrachten Polynome in Fp[z1,...,zy,], die in jeder Variablen von Grad hochstens
p— 1 sind. Diese sind in Bijektion mit den Funktionen f : ) — ). Fiir 0 <d < (p—1)n sei My
die Menge solcher Monome, die Gesamtgrad hochstens d haben, und mg = |My| ihre Anzahl.
Es ist etwa mg = 1, m(,_1), = p" und allgemeiner mq = p" — m(,_1)p—q—1, da die Abbildung

g g s gPTI R gPmmd i Monome aus My bijektiv auf die Monome abbildet, die
Grad mindestens (p — 1)n — d haben, wovon es genau p" — m,_1),—4—1 gibt.
Wir betrachten nun den Vektorraum V der Polynome in My, die auf dem Komplement von

28 = {2s : s € S} verschwinden. Sicherlich hat V' Dimension mindestens mg — (p" — |S]) =

v
|S| — M(p—1)n—d—1- Nach Annahme verschwinden alle Polynome aus V' dann auch auf S + S =
{s1+ s2: 51,82 € 5,81 # s2}, denn diese liegt im Komplement von 2S5.

Wir zeigen, dass jedes dieser Polynome dann sogar auf allen bis auf héchstens 2mg/, Elementen

Vv
von 25 verschwindet: Sei P ein solches Polynom, welches auf S + S verschwindet. Driicken wir
P(x+vy) als Linearkombination der Monome in x und y aus, so hat in jedem Summanden einer
der Ausdriicke in  oder in y hochstens Grad d/2. Wir kénnen also

Pr+y)= Y m@F.y)+ > m(y)Guw(z)

meMgy/o m'€Mgyyo

mit Monomen m,m’ von Grad hochstens d/2 schreiben. Die |S| x |S|-Matrix mit Eintridgen
P(s1 + s2) ist damit eine Summe von héchstens 2mg/o Matrizen von Rang 1 und hat somit
Rang hochstens 2m, /5. Nach Annahme ist es aber eine Diagonalmatrix, d.h. ihr Rang ist gleich
der Anzahl der Diagonaleintréige, die nicht Null sind. Damit sind maximal 2mg/, der Werte
P(2s) mit s € S von Null verschieden.
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Damit haben wir einen Vektorraum V' der Dimension mindestens |S| — M(p—1)n—d—1, dessen
Elemente jeweils auf allen bis auf maximal 2mg/ Elementen von 25 verschwinden.

Wir behaupten, dass dies dim V' < 2mg /5 impliziert. Dazu sei P € V' derart, dass P an maximal
vielen Stellen von 25 nicht verschwindet. Sei M dieses Maximum. Wére dim V' > M, so kénnten
wir eine Funktion @) aus V konstruieren, die an allen diesen M Stellen verschwindet, aber nicht
auf ganz 25. Dann wére aber P 4+ Q an mehr Stellen als P von Null verschieden, Widerspruch!
Somit folgt dim V' < M < 2m,/ wie behauptet. Es ergibt sich

S| < mp_1yn—a—1 + 2mg .
Wéhlen wir nun d = L@J , so erhalten wir
|S‘ < 3"n?(p—l)n/?)-
SchlieBlich schétzen wir noch die Anzahl solcher Monome als my(,_1),/3 < ¢, ab. Dies gelingt

mit einem einfachen Trick (in der Stochastik wiirde man es nach Chernoff benennen, in der
Zahlentheorie nach Rankin): Fiir ein zunéchst beliebiges ¢ € (0, 1] ist

14+t 4+t24 ... H)n
- T 1< Y pekd (I+t+ J;d +T )"
0<dy,...,dn<p—1l:di+---+dn<d 0<d;<p—1

Damit folgt m,_1),/3 < ¢, fiir

L+t+t2 4+ !
te(0,1] tp—1)/3 ’

Elementare Analysis zeigt ¢, < p fiir alle p (indem wir ¢ = 1 — ¢ betrachten), ¢, < 0.85p (indem
wir ¢t =1 — 2.149/p betrachten) und ¢3 < 2.756 (das Minimum liegt bei t = %) O

5 Der Satz von Roth iiber arithmetische Progressionen

Nachdem wir im letzten Abschnitt Teilmengen von Fj untersucht haben, die keine 3-AP enthalten,
wollen wir uns nun der gleichen Frage fiir Mengen von ganzen Zahlen zuwenden.

Definition 5.1. Sei k > 3. Wir bezeichnen mit r(N) die Grofie der grofiten Teilmenge von
{1,2,..., N}, die keine k-AP enthilt.

Sicherlich gilt r3(N) < r4(N) <rs(N) <--- < N.

Zum Beispiel gilt r3(1) = 1,73(2) = 2,73(3) = 2 und r3(m + n) < r3(m) + r3(n). Daraus folgt
leicht induktiv r3(n) < % fiir alle n. Mit etwas mehr Aufwand kann man auf &hnliche Weise leicht
Schranken der Art r3(n) < cn fiir gewisse Konstanten ¢ € (0, 1) und alle hinreichend grofien n zeigen.
Erdés und Turdn haben dies 1936 zuerst systematisch untersucht und die folgende Vermutung aufge-
stellt, die 1953 von Klaus Friedrich Roth bewiesen wurde.

Satz 5.2 (Roth 1953). Es gilt r3(N) < ﬁ. Insbesondere gilt imy_,oo 73(N)/N = 0.

Der Quotient m geht zwar gegen Null, aber natiirlich nur sehr langsam. In den letzten 70 Jahren
wurde dieser quantitative Aspekt in vielen Schritten verbessert. Ein Meilenstein war 2020 der Beweis
der Schranke r3(N) < W fiir eine positive Konstante ¢ durch Tom Bloom und Olof Sisask.

Weil es bis N etwa % Primzahlen gibt, impliziert dies insbesondere, dass es unendlich viele 3-AP
von Primzahlen gibt. Das war zwar schon lange vorher bekannt, allerdings folgt es nun zum ersten
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Mal nur aus der Tatsache, dass es geniigend Primzahlen gibt!
Die aktuell beste bekannte Schranke ist r3(N) < W von 2023, wiederum von Bloom und Sisask,
basierend auf einer neuen Idee von Kelley und Meka.

Erdés und Turdn untersuchten auch lingere Progressionen und fragten, ob hier dhnliche Aussagen

gelten. Dies konnte erst 1975 von Endre Szemerédi bewiesen werden:

Satz 5.3 (Szemerédi). Sei k > 3. Dann gilt imyn_oo 7(N)/N = 0.

Aquivalent (Ubung) enthilt jede Teilmenge A C N postiver Dichte beliebig lange arithmetische
Progressionen. In diesem Sinn ist der Satz von Szemerédi eine (weitreichende) Verallgemeinerung
des Satzes von van der Waerden, der besagt, dass bei einer Farbung der natiirlichen Zahlen in
endlich vielen Farben immer eine der Farben beliebig lange arithmetische Progressionen enthélt.

Auch der Satz von van der Waerden besitzt eine quantitative Version: Zu jedem r und k gibt es eine
Zahl W (r, k), sodasss bei einer Farbung der ersten W (r, k) natiirlichen Zahlen in r Farben stets eine
einfarbige k-AP entsteht.

Der urspriingliche Beweis von van der Waerden liefert allerdings nur sehr schlechte Schranken fiir
W (r, k), diese sind etwa von der Art W(2,k) < 22° | wobei der Potenzturm aus etwa k Potenzen
besteht. Eine Hauptmotivation von Erdés und Turédn war es, bessere Schranken fiir W (r, k) zu be-
kommen. Wihrend der urspriingliche Beweis von Szemerédi keine quantitativen Ergebnisse lieferte,
konnte Timothy Gowers 2001 (mit anderen Methoden) die Schranke

N
rE(N) <
(loglog ]\7)2_2k+9

2k+9
beweisen. Daraus folgt leicht die Schranke W (2, k) < 2222 . Diese ist zwar immer noch nicht
besonders stark (und sicherlich weit von der Wahrheit entfernt), aber immerhin ein grofier Fortschritt
gegeniiber dem vorigen Potenzturm.

Bevor wir den Satz von Roth beweisen, wollen wir zunéchst untere Schranken fiir r3(N) diskutieren.
Hier geht es also darum, moglichst grole Mengen zu konstruieren, die keine 3-AP enthalten. Dies ist
natiirlich einerseits ein an sich interessantes Problem, andererseits verréit uns eine untere Schranke
auch immer etwas dariiber, welche Methoden zum Beweis der oberen Schranke nicht funktionieren
werden (weil sie ein zu starkes Ergebnis zeigen wiirden).

Die erste Konstruktion stammt aus der Arbeit von Erdds und Turdn (und wohl von George Szekeres):

Satz 5.4. Es gilt r3(N) > 1 N08(2)/10g(3) 5 N0.63,

Beweis. Wir wihlen k = |logs (V)| und betrachten die Menge A der Zahlen von 1 bis 3* —1, die
in ihrer Darstellung zur Basis 3 nur die Ziffern 0 und 1 enthalten. Dann enthélt A genau 2% >
logs(N)—1 — %N log(2)/10g(3) Elemente. Wir behaupten, dass A keine 3-AP enthiilt. Angenommen,
es gibe solche x,y, z € A, nicht alle gleich, mit x + z = 2y. Nach Konstruktion kénnen bei der
terndren Addition von z + z und y + y keine Ubertriige entstehen. Es muss also an jeder Stelle
die Summe der Ziffern von x und z gleich dem Doppelten der entsprechenden Ziffer von y sein.
Hat y also an einer Stelle die Ziffer 0, muss dies auch fiir x und z gelten, analog fiir die Ziffer
1. Dann ist aber x = y = 2z, was ausgeschlossen wurde. O

Diese Konstruktion ist recht natiirlich und es ist nicht unmittelbar klar, wie sie sich verbessern lésst.
Erdos und Turdn vermuteten sogar, dass sie optimal ist. Dies stellte sich allerdings bald als falsch
heraus, wie 1942 Raphaél Salem und Donald C. Spencer entdeckten:
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Satz 5.5 (Salem-Spencer 1942). Es gilt r3(N) > N1-2logloglogN/loglog N = 1pshesondere gilt
r(IN) > N0-9999999

Beweis. Die Idee ist, die Konstruktion von Szekeres auf eine groflere Basis als 3 zu verallge-
meinern. Dazu wahlen wir einen Parameter d > 2 und betrachten diejenigen Zahlen, die in
Basis 2d — 1 nur die Ziffern 0,1, ...,d — 1 enthalten. Damit ist weiterhin sichergestellt, dass bei
der Addition zweier dieser Zahlen keine Ubertriige entstehen konnen, sodass wir das Problem
ziffernweise untersuchen konnen. Allerdings kann es nun wegen 0 + 2 = 1 4+ 1 durchaus 3-AP
geben. Um dies zu vermeiden, betrachten wir die Menge A aller Zahlen mit genau d Stellen in
Basis 2d — 1, die jede der Ziffern 0,1,...,d — 1 genau einmal enthalten. Dann hat A genau d!

Elemente. Wir kénnen hier jedes d < log’i ng ~ Wwihlen, denn dann sind alle Zahlen in A kleiner
als

log N
(2d — 1)d < (logN)loglgogN = N.

Wihlen wir d ~ lo}g(,)lgo ]gv > 50 gilt nach der Stirling-Formel

log N
d\ ¢ log N\ bgleg ¥ N
= d! bt —_
|A‘ dl > <€> > (3loglogN> > N2logloglog N/loglog N

Wir zeigen nun, dass A keine 3-AP enthélt. Angenommen, es gdbe nun x,y,z € A, nicht alle
gleich, mit £+ z = 2y. Dann miissen die stellenweisen Ziffernsummen ebenfalls iibereinstimmen.
Fiir die Stelle, an der y die Ziffer d—1 hat, bedeutet dies aber, dass auch x und z die Ziffer d—1
haben miissen, anders ist die Ziffernsumme 2(d — 1) nicht realisierbar. Dann muss aber auch
an der Stelle, an der y die Ziffer d — 2 hat, bei x und z ebenfalls die Ziffer d — 2 stehen, denn
d — 1 kann dort nicht mehr vorkommen und anders ist die Summe 2(d — 2) nicht erreichbar.
Wiederholen dieses Arguments zeigt © = y = z, Widerspruch! O

Etwas spéater konnte die Konstruktion von Felix Behrend noch etwas verbessert werden:

-

Satz 5.6 (Behrend 1946). Es gilt

N
T‘3(N) > —exp(4\/m)'

Beweis. Fiir noch zu wahlende Parameter m und d betrachten wir m-stellige Zahlen in Basis
2d — 1, die nur die Ziffern 0,1,...,d — 1 enthalten. So entstehen weiterhin keine Ubertriige.
Statt nun aber etwas iiber die Haufigkeit der Ziffern auszusagen, betrachten wir die Summe
der Quadrate der Ziffern. Diese ist sicherlich kleiner als md?. Es gibt also einen Wert s, der
bei mindestens % dieser Zahlen als Summe der Quadrate der Ziffern angenommen wird. Wir
wihlen nun A als die Menge dieser Zahlen. Diese Menge enthilt keine 3-AP, denn die Vektoren
von Ziffern der Zahlen aus A liegen nach Konstruktion auf einer Sphéire im R™ und eine Sphére
und eine Gerade schneiden sich in maximal zwei Punkten, somit kann A keine drei kollinearen
Vektoren enthalten. Nun miissen wir noch die Grole von A untersuchen: Wihlen wir d beliebig

und m = nghggid]inj, so sind alle Zahlen in A kleiner als N und wir erhalten

s 2 iz N N
>> = = .
- 2 3 1072 > (e} e}
md (log N)d (log N)Nlog(g&i) d3 exp <log log N + % + 3 10g(d)>
Wihlen wir hier log(d) ~ v/log N, erhalten wir die Behauptung. O
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Die Schranke von Behrend sieht nicht besonders natiirlich aus, dennoch hat seit 1946 niemand eine
substantiell bessere Konstruktion gefunden. Mit der oberen Schranke von Kelley und Meka gibt es
inzwischen gute Griinde zu glauben, dass sie sogar im wesentlichen optimal ist!

Die bisher konstruierten unteren Schranken zeigen, dass die Vermutung von Erdés und Turdn, wenn
iiberhaupt, nur gerade so stimmen kann. Insbesondere muss jede obere Schranke viel schwiéicher sein als
alles, was wir im Fall F}) herausgefunden haben (dies hétte eine obere Schranke der Form r3(N) <« N°¢
fiir ein ¢ < 1 suggeriert, was aber den unteren Schranken widersprechen wiirde!). Insofern war es
relativ iiberraschend, als Klaus Roth 1953 einen Beweis der Vermutung fiir 3-AP finden konnte.

Fiir den Beweis bendtigen wir noch einmal Fourier-Analysis. Obwohl Roth selbst Fourier-Analysis
direkt auf Z verwendete, ist es technisch etwas einfacher, das Problem in Z/pZ einzubetten.

Dazu wihlen wir einfach eine Primzahl p € (2N,4N), die es nach dem Bertrandschen Postulat sicher-
lich gibt. Wir kénnen eine Menge A C {1,2,..., N} nun mit der Menge der entsprechenden Restklassen
modulo p identifizieren.

Enthélt A in den ganzen Zahlen keine 3-AP, so bleibt dies wegen p > 2N auch modulo p giiltig, denn
wire  + z = 2y (mod p), so folgt wegen 0 < z + z,2y < p sofort = + z = 2y.

Der néchste Beweisschritt basiert nun auf der Heuristik, dass eine zufillige Teilmenge A C Z/pZ von
|A| = 6p Elementen sogar sehr viele 3-AP enthalten sollte, nimlich in etwa §°p?. Denn die Anzahl der
3-AP in Z/pZ selbst ist p? und jede davon sollte mit einer Wahrscheinlichkeit von 63 komplett in A
liegen.

Den vagen Begriff der ,,Zufalligkeit“ kénnen wir mithilfe von Fourier-Analysis prézise machen:

Lemma 5.7 (Fourier-Koeffizienten kontrollieren 3-APs). Sei p > 2 prim und A C Z/pZ mit
|A| = 6p. Ist max, o |A(r)] < %p, so enthdlt A mindestens £6°p® arithmetische Progressionen
der Linge 3 (wobei triviale Progressionen (x,x,x) zundchst mitgezdihlt werden).

Beweis. Nach den Orthogonalitéitsrelationen ist die Anzahl der 3-AP (inklusive der trivialen)
gleich

I~ 9~ A0P 1 ~ ~ 52 53
- A(r)?A(=2r) > — —“max |A(r AP > 8%p% — — . op? = —p?
p;eG() (=2r) = . prﬂl()lg\()l_p 5 =P

nach der Dreiecksungleichung, unserer Annahme und Parseval. O

Hier haben wir die trivialen 3-AP mitgezihlt. Ihre Anzahl ist aber lediglich |A| = dp. Ist § > ﬁ, S0 ist

diese Anzahl kleiner als %63;02, mithin muss es unter der Voraussetzung des Lemmas auch nicht-triviale
3-AP geben.

Die entscheidende Frage ist allerdings, was wir machen, wenn A mindestens einen grofien Fourier-
Koeffizienten besitzt, also nicht ,,zuféllig” ist.

Die geniale Idee von Roth war es, in diesem Fall ein , Verdichtungsargument“ zu nutzen: Wie wir
gleich sehen werden, ldsst sich die Existenz eines groflen Fourier-Koeffizienten nutzen um zu zeigen,
dass A nicht besonders gleichméBig iiber verschiedene Restklassen verteilt ist. Insbesondere muss es
dann eine Restklasse geben, in der A eine deutlich hohere Dichte als § hat. Wir erhalten mithin eine
kleinere, aber ,,dichtere“ Menge, die ebenfalls keine 3-AP enthélt. Mit dieser konnen wir das Argument
nun wiederholen und so nach endlich vielen Schritten einen Widerspruch erhalten, da die Dichte nie
grofler als 1 werden kann.

Wir setzen nun den ersten Schritt dieser Strategie um:

Lemma 5.8. Sei A C {1,2,..., N} eine Teilmenge mit |A| = IN, die keine 3-AP enthdlt. Gilt
o> ]3%?6 , so gibt es eine arithmetische Progression P mit |P| > N'/3, sodass AN P mindestens
(6 + 62/32)|P| Elemente enthiilt.
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Beweis. Wir wéhlen p € (2N,4N) und betten A in Z/pZ ein. Sei 6, die Dichte von dieser

eingebetteten Menge, also dpp = |A| = JN. Insbesondere ist § > \/—%, also 6, > lp. Nach

Annahme enthélt A nur die trivialen 3-AP, also §,p < %52])2 viele. Nach Lemma muss es

—~ 2
also ein 7 # 0 geben mit |A(r)| > %"p > %p.
Nach der Definition der Fourierkoeffizienten bedeutet das aber

Z e (ax)

z€EA

52
>7
817

fir « = r/p. Wir wollen nun eine bessere rationale Approximation fiir & bekommen. Dazu
verwenden wir den Approximationssatz von Dirichlet (aus den Ubungen), der uns fiir einen
Parameter Q > 1 eine Approximation % von « gibt mit ¢ < @ und |a — % < ﬁ.

Wir withlen Q = NY/2. Wir betrachten nun fiir dieses ¢ < N2 eine Partition der Menge
{1,2,...,p} in arithmetische Progressionen P; mit gemeinsamer Differenz ¢ und Léngen N /3 <
|P;| < 2N1/3,

Der Punkt dieser Konstruktion ist, dass e(ax) nun auf jedem dieser P; ungeféihr konstant ist.
Ist ndmlich z,y € P;, so gilt |x — y| = ¢m fiir ein m < |P;| und damit

4 o
le(az) — e(ay)| = |e(alz —y|) — 1] = le(gma — am) — 1] < 2rmlqa — a| < N1/6 < 3

Waihlen wir ein festes z; € P;, so folgt

0
Z e(ax) —e(ax;)|PiNA|| < |PNA|- 3
zeP,NA
und damit
52 52
i PlﬂA > —p— —p.
S clcnlPindl| > go - g
Andererseits ist
)
- )IB|| < B 55
> e(ax) — e(az;)|Py|| < |P)| 39

zeP;
und damit wegen
Z Z e(ax) = Ze(aaj) =0
i xEP; r=1

nach Orthogonalitét (hier benutzen wir r # 0!) sicherlich

S elaw) P

i

<9
= 3P

SchlieBlich ergibt sich durch Kombination

2

o
> =P

> elami) (PN A - §|P) 16

i

und damit nach der Dreiecksungleichung

52
P,NA|l—-46|Bl > —p.
22PN A= 4RI 2 o
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Daraus folgt nun, dass A auf einer der P; eine hohere Dichte haben muss, z.B. mit folgendem
Trick: Schreibe A; = |P; N A| — 6|P;|. Wegen ), A; = 0 ist dann

Z|A|_Z|A|+A )=2 > A

:0;>0

Wire A; < %|Pl| fiir alle ¢, wire diese Summe aber zu klein. Also muss es ein ¢ mit A; > %|Pl|
geben und das ist exakt die Behauptung. O

.

Nun ist der Beweis des Satzes von Roth nur noch eine Rechenaufgabe:

Beweis von Satz[5.2. Die arithmetische Progression P aus dem Verdichtungslemma kénnen wir
mit der Menge {1,2,...,|P|} identifizieren. Bei dieser Identifikation wird P N A zu einer Teil-
menge von {1,2,...,|P|} ohne 3-AP (hier benutzen wir entscheidend, dass eine 3-AP invariant
unter Verschiebung und Skalierung ist!).

Aus einer Teilmenge von {1,2,...,N} mit Dichte § haben wir also eine Teilmenge von
{1,2,...,N'} fiir ein N’ > N'/3 mit Dichte & > & + 62/32 konstruiert.

Iterieren wir diese Verdichtung, erhalten wir eine Folge N = N; > Ny > --- > Ni mit N;1q >
N3 und Dichten5—51<(52< <o < O mit G401 > 6 —1—52/32

)

Nach < [ ] Schritten hat sich die Dichte mithin zumindestens 26 verdoppelt, allgemein nach
(%5
Sicherlich kann sich die Dichte héchstens logy(1/d) mal verdoppeln. Insgesamt werden damit
maximal k < % viele Schritte gemacht.

Endet die Tteration, muss aber die Bedingung § < 0 < 212 gelten. Wegen Nj, > N/

3/971

N1/
k:
bedeutet dies N1/(23%) « % und damit log N < 3F - log(1/), also loglog N < % und damit
]

1
S loglog N *

6 Szemerédi: Ein Stein von Rosette fiir die moderne Mathematik

Nachdem wir den Satz von Roth bewiesen haben, wollen wir nun noch den Satz von Szemerédi dis-
kutieren. Auch wenn es vollkommen unmdoglich ist, in diesem Rahmen einen vollstdndigen Beweis zu
geben, ist es interessant, die sehr unterschiedlichen mathematischen Methoden zu vergleichen, mit
denen verschiedene Mathematiker in den letzten 50 Jahren den Satz bewiesen haben. Dies gliedert
sich im Wesentlichen in die drei folgenden Bereiche:

e der graphentheoretische Zugang iiber das Regularitétslemma von Szemerédi (und dessen Vari-
anten fiir Hypergraphen), ca. 1975

e der ergodentheoretische Zugang iiber das Korrespondenzprinzip von Fiirstenberg, ca. 1977
e der Beweis via Fourieranalysis ,,hoherer Ordnung“ von Gowers, ca. 2001

Die Beweise haben unterschiedliche Vor- und Nachteile. Der ergodentheoretische Zugang ist sehr ro-
bust und erlaubt es, Varianten zu zeigen, bei denen statt einer 3-AP {x,z + y,x + 2y} Muster wie
{x,z + y?} untersucht werden (in vielen Féllen gibt es fiir diese Aussagen bisher keine Beweise ohne
Ergodentheorie). Dagegen liefert dieser Zugang zunéchst keine und der graphentheoretische nur sehr
schlechte quantitative Ergebnisse iiber ri(N). Hier liegen vor allem die Vorziige des fourieranalytischen
Ansatzes, der die bisher besten bekannten Schranken produziert.

Wie Tao mit seinem Ausspruch vom ,,Stein von Rosette“ der modernen Mathematik betont hat, liefert
aber dieser Satz als Schnittstelle der zunéchst sehr unterschiedlichen Gebiete (Kombinatorik, Dynamik,
Analysis) interessante Analogien, die auch fiir unabhéngige Resultate in jedem dieser Gebiete bereits
entscheidende Einfliisse und neue Ideen gegeben haben.
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Wir wollen nun kurz auf die drei unterschiedlichen Ansétze eingehen. Der gemeinsame Nenner wird in
jedem Fall eine gewisse Dichotomie zwischen Struktur und Zufilligkeit sein, die wir bereits im Beweis
des Satzes von Roth gesehen haben.

6.1 Graphentheorie

Ruzsa und Szemerédi haben 1978 beobachtet, dass sich der Satz von Roth auf das folgende graphen-
theoretische Ergebnis zuriickfithren lésst:

Satz 6.1 (Dreiecks-Entfernungs-Lemma, Ruzsa-Szemerédi 1978). Fir jedes € > 0 gibt es ein
§ > 0 mit der folgenden Figenschaft: Hat ein Graph aufn Knoten hichstens dn® Dreiecke, dann
kann man ihn durch Entfernen von hichstens en® Kanten dreiecksfrei machen.

Dieses Lemma ist wiederum eine Folgerung aus dem Regularititslemma von Szemerédi, dass grob
vereinfacht sagt: Die Ecken eines beliebigen Graphen lassen sich so in wenige Mengen aufteilen, dass die
Kanten zwischen verschiedenen dieser Mengen eine zufillige Struktur haben. (Fiir unsere Anwendung
bedeutet diese Zufélligkeit dann: Gibt es drei dieser Mengen, zwischen denen es ein Dreieck gibt, dann
gleich > n? viele, was ausgeschlossen war.)

Beweis des Satzes von Roth mit dem Dreiecks-Entfernungs-Lemma. Gegeben sei eine Menge
A C Z/pZ fiir p > 2 ohne (nicht-triviale) 3-AP. Wir betrachten einen Graphen mit Knotenmen-
ge X UY U Z, wobei X,Y, Z jeweils Kopien von Z/pZ ist. Der Graph hat also 3p Knoten.
Weiter zeichnen wir eine Kante (z,y) € X x Y, falls x — y € A ist, eine Kante (y,2) € Y x Z,
falls y — z € A ist, sowie eine Kante (z,2) € X x Z, falls 5% € A ist (dies ist modulo p
wohldefiniert).
Nach Konstruktion bildet nun (z, y, z) genau dann ein Dreieck, wenn die zugehérigen Differenzen
r—y,y — 2, 55° eine 3 — AP in A bilden.
Nach Annahme gibt es somit genau |A|p < p? Dreiecke, nimlich genau die, die zu den trivialen
3-AP gehoren. Weiterhin ist jede der 3|A|p Kanten in genau einem Dreieck enthalten.
Fiir jedes feste 6 und hinreichend groBes p gibt es nun maximal p?> < §(3p)? Dreiecke, also
ldsst sich nach dem Dreiecks-Entfernungs-Lemma fiir jedes € > 0 und hinreichend grofles n
der Graph durch Entfernen von maximal ep? Kanten dreiecksfrei machen. Nach Konstruktion
miissen wir aber |A|p Kanten entfernen, um alle Dreiecke zu entfernen. Es folgt |A|p < ep? und
damit |A] < ep, d.h. A hat beliebig kleine Dichte, falls p hinreichend gro8 ist.

O

Mit einer (sehr komplizierten) Version des Regularitétslemmas fiir Hypergraphen kann man dann auch
ein ,Hypergraph-Entfernungs-Lemma“ und damit als Korollar den Satz von Szemerédi folgern.

Ein Problem des Regularititslemmas fiir quantitative Uberlegungen ist, dass zumindest in seinen
urspriinglichen Beweis der Satz von van der Waerden eingeht, was natiirlich ungiinstig ist, wenn man
als Folgerung die Schranke im Satz von van der Waerden verbessern mochte. Inzwischen gibt es zwar
andere Beweise, aber die Schranken sind immer noch sehr schlecht.

6.2 Ergodentheorie

Die Ergodentheorie ist ein komplett eigensténdiger Bereich der Mathematik, den wir hier nur knapp zu-
sammenfassen konnen: Die Idee ist, das Verhalten von iterierten Abbildungen auf bestimmten Rdumen
(die man sich geometrisch oder rein algebraisch vorstellen kann) zu untersuchen.

Definition 6.2. Ein dynamisches System ist ein Wahrscheinlichkeitsraum (X, B, u) zusam-
men mit einer maferhaltenden Abbildung T : X — X, d.h. n(T~1A) = p(A) fiir alle A € B.
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Beispiele:

e X = S! = R/Z mit dem Lebesguema$ p und der Abbildung T'(x) = 2z (mod 1). Diese
Abbildung fiihrt bei iterierter Betrachtung von Urbildern schnell zu chaotischem Verhal-
ten, man nennt sie deswegen auch mischend: Beispielsweise gilt u(T-"ANB) — pu(A)u(B),
d.h. die Wahrscheinlichkeiten, bei B und n Schritte spéter in A zu landen, sind asympto-
tisch unabhéngig voneinander.

e X = S!' = R/Z mit dem LebesguemaB p und der Abbildung T(z) = z 4+ o (mod 1)
fiir eine Konstante «, geometrisch also eine Drehung. Diese Abbildung ist sehr rigide
und iiberhaupt nicht chaotisch. Uber u(T~™A N B) fiir beliebige A, B € B lisst sich
entsprechend auch wenig aussagen.

Obwohl sich diese Systeme sehr unterschiedlich verhalten, gibt es Aussagen, die in beiden Féllen
zutreffen, wie etwa der Poincarésche Wiederkehrsatz, der fiir beliebige dynamische Systeme gilt: Fiir
beliebiges A € B mit pu(A) > 0 ist u(ANT""A) > 0 unendlich oft. Man kann dies (bzw. eine
Folgerung daraus) so interpretieren, dass fast jeder Punkt aus A unendlich oft nach A zuriickkehrt,
egal wie klein A ist. Wéhrend dies sehr elementar zu zeigen ist, hat Hillel Fiirstenberg 1977 eine
weitreichende Verallgemeinerung aufgestellt:

Satz 6.3 (Fiirstenbergs multiple Wiederkehr). Fir jedes dynamische System (X, B, u,T) und
jedes A € B mit u(A) > 0 sowie k € N gilt

W ANT"ANT AN -..nT-*=bng) > 0

unendlich oft.

.

Fir £ = 2 ist dies natiirlich einfach der Satz von Poincaré. Fiirstenbergs Beobachtung war, dass
dies leicht fiir mischende Systeme wie die Verdopplungsabbildung = — 2z auf dem Torus, aber auch
fiir kompakte Systeme wie die Rotation auf dem Torus ist! Mit einer weitreichenden Strukturtheorie
dynamischer Systeme zeigte er dann, dass sich in einem gewissen Sinn jedes dynamische System
aus diesen beiden Grundtypen (Struktur und Zufall!) zusammenbauen ldsst und konnte somit den
multiplen Wiederkehrsatz zeigen.

Koénnten wir den Satz auf das dynamische Sytem T : Z — Z,x — x + 1 mit einem gleichverteilten
Wahrscheinlichkeitsmafl anwenden, wiirde er sofort den Satz von Szemerédi implizieren. Leider gibt
es solch ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Z nicht, dennoch lésst sich ohne grofien Aufwand zeigen:

Satz 6.4 (Fiirstenbergsches Korrespondenzprinzip). Multiple Wiederkehr ist dquivalent zum
Satz von Szemeréds.

Dieser Satz wird ein Prinzip genannt, weil er sehr robust ist. Beispielsweise ldsst sich die Existenz von
Mustern wie {z,z + 32} analog iibersetzen in ein Wiederkehrresultat fiir (A NT~"" A).

6.3 Fourieranalysis h6herer Ordnung

Wir wollen zunéchst unsere Beweisstrategie fiir den Satz von Roth etwas umformulieren: Fiir eine
Funktion f : Z/pZ — C betrachten wir die Fourier-Norm || f| s := max, | f(r)|. Dann lésst sich unser
Beweis wie folgt strukturieren. Fiir A C Z/pZ mit Dichte 0 gilt:

i) (Zufall) Hat die normalisierte Indikatorfunktion 14 — ¢ kleine Fourier-Norm, so hat A in etwa
die erwartete Anzahl 6°p? an 3-AP (insbesondere mindestens eine).

ii) (Struktur) Hat 14 — 0 grofle Fourier-Norm, so hat sie eine groe Korrelation mit einem linearen
Charakter x, und dies impliziert, dass A auf einer AP erhéhte Dichte besitzt.
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Die gleiche Strategie ldsst sich nicht ohne weiteres fiir lingere Progressionen umsetzen, da es nicht
stimmt, dass die Fourier-Norm auch die Anzahl langerer k-APs kontrolliert.

Tim Gowers konnte aber fiir jedes k eine Norm || f||;7x—1 konstruieren (die wir heute Gowers uniformity
norm nennen) und zeigen, dass diese die Anzahl von k-AP kontrolliert:

i) (Zufall) Hat 14 — ¢ kleine Uj_1-Norm, so enthdlt A in etwa die erwartete Anzahl an k-AP
(insbesondere mindestens eine).

Der schwierigere Teil war zu untersuchen, was im anderen Fall passiert. Dies konnte Gowers zunéchst
nicht vollstédndig 16sen, aber 2012 wurde die inverse Vermutung fiir die Gowers-Normen vollstandig
bewiesen (von Green, Tao und der israelischen Mathematikerin Tamar Ziegler), sodass wir nun wissen:

ii) (Struktur) Hat 14 — 9 groBe Uy_1-Norm, so hat sie eine grofie Korrelation mit einer Nilfolge von
Schrittweite k, was grob gesagt eine Verallgemeinerung von Folgen der Art e(—P(x)) fiir ein
Polynom P von Grad k ist. Da Nilfolgen gleichverteilt in Restklassen sind, impliziert dies, dass
A auf einer AP erhohte Dichte besitzt.

Aus einer verbesserten quantitativen Version dieses inversen Theorems (grofie Gowers-Norm impliziert
Korrelation mit Nilfolge) konnten die drei Doktoranden (!) James Leng, Ashwin Sah und Mehtaab
Sawhney dann 2024 in einem grofien Durchbruch die Schranke fehlende Klammer???

N

N
k() < exp((loglog N )¢k

fiir ein gewisses ¢, € (0,1) und alle £ > 3 zeigen, die erste wesentliche Verbesserung von Gowers’
Schranke r(N) < m fiir £ > 5 in iiber 20 Jahren.

7 Das Lemma von Balog, Szemerédi und Gowers

Zum Abschluss kehren wir in diesem Abschnitt noch einmal zu den Untersuchungen von Summen-
mengen zuriick, und dem Zusammenhang zur Energie.

Definition und Satz 7.1. Sei A C Z endlich und nichtleer. Die Energie von A ist definiert
als

E(A) = #{(O‘l? az, a37a4) tal + a2 = as + CL4}.
Es gilt |A|2 < E(A) < |A]3. Weiter gilt
|Al*

> .
A+ Al > E(A)

Insbesondere muss eine Menge mit kleiner Energie stets eine grofle Summenmenge haben, was wir
mehrmals benutzt haben. Wir haben allerdings auch gesehen, dass die Umkehrung nicht stimmt: Eine
Menge kann durchaus grofle Energie und dennoch grofie Summenmenge haben. Ein typisches Beispiel
dafiir ist eine Vereinigung von zwei etwa gleich groflien Mengen, von denen eine grofie Energie (etwa
eine AP) und die andere grofe Summenmenge (etwa eine zuféllige Menge) hat, sodass sich beides auf
die Vereinigung iibertragt.

Der letzte wichtige Meilenstein der additiven Kombinatorik, den wir in dieser Vorlesung kennenlernen
werden, sagt, dass dies in gewissem Sinne auch das einzige ist, was passieren kann. Die Aussage wurde
1994 von Balog und Szemerédi bewiesen und 2001 von Gowers quantitativ verbessert.

Satz 7.2 (Balog-Szemerédi-Gowers-Lemma). Sei A C Z endlich und nichtleer und K > 0 mit
E(A) > %. Dann gibt es A" C A mit |A'| >k |A| sowie |[A' — A'| <k |A].
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Mit anderen Worten muss eine Menge mit grofler Energie zwar selbst nicht kleine Summenmenge
haben (also additive Struktur besitzen), wohl aber eine grofie Teilmenge von ihr. Dies ist fiir viele
Anwendungen bereits sehr niitzlich, insbesondere in Kombination mit dem Satz von Freiman, der
Mengen mit kleiner Summenmenge charakterisiert.

Wir folgen dem Beweis von Tomasz Schoen in der Darstellung von Tom Bloom:

Lemma 7.3. Ist E(A) > %, dann gibt es eine Menge X C A mit | X| >k |A|, sodass
ra—ala—0) >k |A]

fiir mindestens 0.998| X | der Paare (a,b) € X? gilt.

Hier lasst sich 0.998 durch eine beliebige Konstante kleiner als 1 ersetzen.

Beweis. Wir konstruieren die Menge X probabilistisch. Dazu wihlen wir X = AN(A+s), wobei

ra—a(s)

wir s zufillig mit Wahrscheinlichkeit AP wéhlen. Dann ist |A| = ra_a(s), die erwartete
Grofle von X ist folglich
1 E(A)
Bl X|=—5 Y ra_a(s)’=
|AJ? zs: |AJ?
und damit nach Cauchy-Schwarz auch E|X|? > (E|X|)? > A . Sei
E(A)°

G = {(a,b) € A% : r4_4(a —b) < 0.001

4p )
die Menge der ,,;schlechten Paare (mit wenigen Darstellungen). Dann ist
EX*NG|= ) P(a,beX)

abEG
aE 2 2. ra-al®

ab)eGsa s,b—s€A

Sm Z #{s:a—s,b—se A}

(a,b)eG
1
= m Z TAfA(CL — b)
(a,b)eG
E(A)? |G
< 0.001 C—
AP [A]
<0. OOIE(A)2
A[*
Damit ist (4)2
1FE
E(]X|* — 500/X? N GI)
(XF 50032 i) = 350
folglich gibt es ein X mit
1E(A
| X2 - 500/ X2NG] > ( 2 .
2 |4
Insbesondere ist dann | X| > i(‘ﬁ) > |A] und | X2 NG| < 0.002|X|?, fiir die iibrigen mindestens
0.998| X |? Paare (a,b) € X? gilt mithin 74_4(a — b) > E|(A) > Al O
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Nun miissen wir die Menge X nur noch etwas modifizieren, um die Menge A’ aus dem BSG-Lemma
zu erhalten:

Beweis von Satz[7.4 Wir betrachten die Menge X aus dem Lemma und konstruieren einen
Graphen mit Knotenmenge X und einer Kante zwischen a und b, falls a # b ist und r4_4(a —
b) > | A| gilt (mit der gleichen impliziten Konstante wie in der Konstruktion von X). Dann hat
der Graph mindestens 1%|X|* Kanten. Wir wéhlen nun A’ als die Menge der = € X, die Grad
mindestens 2|X| in diesem Graphen haben. Da die Summe aller Grade mindestens g|X 2 ist
und die Knoten auerhalb von A" insgesamt hochstens %|X |2 dazu beitragen, haben die Knoten
in A’ eine Summe der Grade von mindestens §|X|?, insbesondere ist |A’| > |X]|.

Fiir alle a,b € A’ gibt es nun mindestens % > |A| Elemente ¢ € X mit r4_a(a —c¢),ra—a(b—
¢) > |Al|. Damit hat a—b = (a—c) — (b—c) mindestens > |A|?> Darstellungen als a; —as+a3—ay
mit a; € A. Aber insgesamt gibt es nur |A|* solche Darstellungen, also kann es hochstens < |A|
Elemente der Form a —b € A’ — A’ geben, d.h. |[A' — A'| < |A]. O

Zum Abschluss wollen wir einen Satz beweisen, in dessen Beweis die meisten wichtigen Resultate dieser
Vorlesung als Bausteine eingehen:

Satz 7.4. Ist A C Z endlich und hinreichend grof3 und besitzt mindestens 0.00001|A|? wiele
3-APs, dann enthdlt A eine 1000-AP.

Natiirlich stehen die Konstanten hier repréasentativ fiir beliebig kleine bzw. beliebig grofle Konstanten.

Beweis. Betten wir A in ein geeignetes Z/pZ ein, so ist die Anzahl der 3-AP (wobei wir auch
triviale mitzéhlen) wie im Beweis des Satzes von Roth gleich

;ZE(T)QE(—QT).

Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist dies nach oben beschrankt durch

1/2

1/2
(o) (i) - saran

Aus der Annahme folgt mithin E(A) > |A|?. Nach dem Lemma von Balog, Szemerédi und
Gowers muss es dann ein A’ C A mit |A'| > |A| sowie |[A' — A'| < |A| geben. Nach dem Satz
von Freiman gibt es dann eine VAP P von Dimension d < 1 und mit |P| < |A|, die A’ enthélt.
Insbesondere ist einer der d ,Seitenlingen* von P mindestens > |A|'/¢. Wir kénnen somit P
in arithmetische Progressionen der Lange > ]A\l/ ¢ partitionieren. Nach dem Schubfachprinzip
muss eine dieser Progressionen ) mindestens % - |A’] > |Q] viele Elemente von A’ enthalten.

Mit anderen Worten hat A’ in @ eine positive Dichte, enthilt also nach dem Satz von Szemerédi
eine 1000-AP. O
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