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1 Ein Thema mit Ecken und Kanten

In diesem Brief soll es um Graphen gehen. Dabei handelt es sich letztlich um eine sehr niitzliche
Sprache, um kombinatorische Probleme zu untersuchen. Viele Kombinatorik-Aufgaben lassen
sich in diese Sprache iibersetzen (was natiirlich in den allermeisten Féllen nur der erste Schritt
zur Losung der Aufgabe ist).

Auch wenn den meisten die Grundbegriffe dieser Sprache bereits vertraut sein diirften, sollten
wir uns zunéchst auf einige Vokabeln einigen.

Ein Graph ist ein Paar (V) E), wobei V' die Menge von Knoten ist und E eine Teilmenge
von (ungeordneten) Paaren von zwei verschiedenen Knoten ist, die wir uns als durch eine
Kante verbunden vorstellen.

In dieser Grundversion unserer Sprache gibt es also zunéchst weder doppelte Kanten
zwischen Knoten, noch Kanten, die einen Knoten mit sich selbst verbinden, noch haben
Kanten eine Richtung. Man kénnte auch von einfachen ungerichteten Graphen sprechen.
Letztlich gibt es Graphen aber in vielerlei Geschmacksrichtungen, die je nach zu unter-
suchendem Problem auf natiirliche Weise niitzlich sein konnen.

Im Folgenden gehen wir meist implizit davon aus, dass unser Graph endlich viele Knoten
enthalt.

Wir wollen direkt noch einige weitere Begriffe definieren:

e Der Grad deg(v) eines Knotens v ist die Anzahl der Kanten an diesem Knoten.
e Ein Weg ist eine Folge von Knoten, die jeweils durch eine Kante verbunden sind.

e Ein Graph ist zusammenhéngend, falls es zwischen je zwei Knoten einen Weg
gibt. Im Allgemeinen lésst sich ein Graph in Zusammenhangskomponenten
zerlegen, die jeweils maximale zusammenhéngende Teile des Graphen bilden.

e Ein Kreis ist ein Weg, bei dem Start- und Endknoten iibereinstimmen, sonst aber
kein Knoten mehrfach vorkommt.

e Ein Graph ohne Kreise heiit Wald. Ein zusammenhédngender Wald heifit Baum.
(Ein Wald besteht also aus einem oder mehreren Baumen!)

1.1 Von Schranken im Wald und einem niitzlichen Mantel

Wihrend ein Graph mit n Knoten allgemein eine beliebige Anzahl an Kanten zwischen 0 (leerer
Graph) und (2‘) = ”("T_l) (vollstindiger Graph K,) haben kann, zeigt die folgende Aussage, dass

die Bedingung, kreisfrei zu sein, bereits eine deutlich stéirkere Einschrinkung liefert:
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Satz: Ein Wald mit n Knoten hat hochstens n — 1 Kanten. Gleichheit gilt genau fiir
Baume. Umgekehrt: Ein Graph, der mindestens so viele Kanten wie Knoten enthélt,
muss einen Kreis enthalten!

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass jeder Baum mit n Knoten genau n —1 Kanten enthélt
(warum?). Dies zeigen wir per Induktion iiber n, wobei die Aussage fiir n = 1 trivial ist.
Die Aussage sei nun fiir alle Baume mit n — 1 Knoten bekannt und wir betrachten einen
Baum mit n Knoten. Haben alle Knoten Grad mindestens 2, so kénnen wir an einem
Knoten starten, zu einem benachbarten gehen, von dort iiber eine weitere Kante weiter-
gehen usw. Da der Graph endlich ist, kommen wir irgendwann an einen Knoten, an dem
wir schon waren, haben also einen Kreis gefunden, Widerspruch! Also gibt es mindestens
einen Knoten mit Grad 1. Entfernen wir diesen (und die angrenzende Kante) aus dem
Graphen, erhalten wir einen Baum mit n — 1 Knoten, der nach Induktionsvoraussetzung
genau n — 2 Kanten enthélt, folglich hatte unser Baum auf n Knoten vor dem Entfernen
genau n — 1 Knoten. Das war zu zeigen. O

Wir haben direkt zwei typische Beweisstrategien der Graphentheorie benutzt:
Vollstindige Induktion (hier iiber die Anzahl der Knoten, ggf. aber auch iiber andere
Parameter wie die Anzahl der Kanten, die Anzahl der Kreise usw.) und algorithmische
Argumente (hier die iterative Konstruktion eines Kreises).

Diese Aussage ist erstaunlich niitzlich, zum Beispiel lédsst sich damit sehr leicht eine Aufgabe
abfriihstiicken, die (bei genauerem Hinsehen) dquivalent zu einer Aufgabe aus der diesjahrigen
Bundesrunde ist:

Aufgabe: Gegeben sei eine Menge von n Zahlen ay,...,a, > 0. Zeige, dass unter den
Zahlen <+ hochstens n — 1 verschiedene Primzahlen sind.
J

Losung: Einen Widerspruch erwartend nehmen wir an, dass es unter den Quotienten
mindestens n verschiedene Primzahlen gibt. Wir bauen uns einen Graphen wie folgt: Die
Knoten seien die n Zahlen aq,...,a,. Fiir jede der n Primzahlen p suchen wir uns ein
Paar (7,7) mit Z—] = p aus und fiigen eine Kante zwischen a; und @; hinzu. Mithin hat
unser Graph n Knoten und n Kanten und enthélt somit einen Kreis.

Wir zeigen nun, dass dies nicht moglich ist: Indem wir alle Zahlen mit einer geeigne-
ten Konstanten multiplizieren, kénnen wir annehmen, dass alle Zahlen in diesem Kreis
natiirliche Zahlen mit groffitem gemeinsamen Teiler 1 sind. Sei p eine der Primzahlen, die
zu einer der Kanten in diesem Kreis gehort. Dann ist genau eine der Zahlen an dieser
Kante durch p teilbar, die andere nicht. Laufen wir auf dem anderen Teil des Kreises
von der einen Zahl zur anderen, dndert sich die Teilbarkeit durch p aber an keiner Stelle,
Widerspruch! n

Fiir unser Argument am Ende war es entscheidend, dass wir zu jeder Primzahl nur eine
Kante eingezeichnet haben (auch wenn es ggf. mehrere Paare mit dem gleichen Quotienten
gibt). Man sieht also, dass es entscheidend sein kann, ein Problem auf die richtige Weise
in ein graphentheoretisches zu iibersetzen!



Wir wollen uns noch etwas mehr mit Fragen beschéftigen, wie grof§ ein Graph mit einer be-
stimmten Struktur hochstens sein kann. Das zugehorige Gebiet wird auch als extremale Gra-
phentheorie bezeichnet. Zum Beispiel beschéiftigt sich der Satz von Turan aus dem Jahr
1941 damit, wie viele Kanten ein Graph héchstens haben kann, der fiir ein bestimmtes d keine d
Knoten besitzt, die paarweise miteinander verbunden sind (also keinen K, einen vollstandigen
Graphen auf d Knoten, enthilt). Der einfachste Fall d = 3, wo der Graph kein Dreieck enthalten
darf, wurde bereits einige Zeit vor Turan bewiesen:

Satz von Mantel: Ein Graph auf n Knoten, der keine Dreiecke enthélt, hat hochstens
%2 Kanten.

Wir geben zwei Beweise, um die Niitzlichkeit der kombinatorischen Grundprinzipien Induktion
und Extremalprinzip zu verdeutlichen.

Erster Beweis: Wir verwenden Induktion iiber n, allerdings wird der Induktionsschritt
diesmal von n—2 nach n gehen, d.h. wir benétigen zwei Induktionsanfiange fiir n = 1 und
n = 2, die aber beide trivial sind. Wir betrachten nun einen Graphen mit n Knoten, der
keine Dreiecke enthélt. Enthélt er gar keine Kanten, sind wir sofort fertig. Andernfalls
betrachten wir zwei beliebige Knoten x und y, die mit einer Kante verbunden sind. Nun
darf es keinen dritten Knoten geben, der mit beiden verbunden ist, sonst hétten wir ein
Dreieck. Folglich gibt es insgesamt hochstens n —1 Kanten, die an x oder y beginnen oder
enden (nédmlich von jedem der tibrigen n — 2 Knoten hochstens eine und aufierdem die
zwischen x und y). Entfernen wir nun x und y (und die angrenzenden Kanten), haben

wir einen dreiecksfreien Graphen auf n — 2 Knoten, der mithin nach Annahme hochstens
(n—2)*

+— Knoten enthélt. Insgesamt hatte unser Graph damit maximal

(n —2)? _n2
T—l—(n—l)_z

Knoten, was zu zeigen war. O]

Zweiter Beweis: Wir betrachten einen Knoten v mit maximalem Grad d. Die Menge
seiner Nachbarn sei N(v) C V mit |[N(v)| = d. Weil der Graph keine Dreiecke enthilt,
gibt es keine Kanten innerhalb von N(v). Jede Kante geht also von mindestens einem
der n — d Knoten aus, die nicht in N(v) sind. Da diese alle Grad hochstens d haben, gibt
es maximal d(n — d) Kanten, was bekanntlich (z.B. nach AM-GM) héchstens %2 ist. O

Es ist nicht schwer (und eine gute Ubung), sich anhand dieser Argumente zu iiberlegen,
dass der Gleichheitsfall fiir gerade n genau dann eintritt, wenn der Graph aus zwei Grup-
pen von d = n/2 Knoten besteht, die jeweils mit allen Knoten aus der anderen Gruppe,
aber nicht mit denen aus der eigenen Gruppe verbunden sind. Dies ist der vollstindige
bipartite Graph Kg4 (bipartiten Graphen werden wir spéiter noch einmal begegnen).

1.2 Von spannenden Biumen und ungeraden Graden

Zu Beginn haben wir uns iiberlegt, dass ein Baum auf n Knoten immer genau n — 1 Kanten
enthélt. Tatséchlich gilt auch eine Art Umkehrung: Hat ein zusammenhéngender Graph auf n
Knoten genau n — 1 Kanten, so ist er ein Baum.



Dies kann man sich z.B. so iiberlegen: Ohne Kanten besteht der Graph aus n Zusammenhangs-
komponenten. Jede eingezeichnete Kante verbindet hochstens zwei Komponenten, deren Zahl
sinkt also um ho6chstens 1. Damit der Graph durch Einzeichnen von n — 1 Kanten zusam-
menhédngend wird, muss die Zahl in jedem Schritt um 1 sinken, d.h. jede neu eingezeichnete
Kante verbindet zwei Zusammenhangskomponenten und kann damit keinen Kreis erzeugen.

Mit einem &hnlichen Argument lésst sich zeigen, dass man in jedem zusammenhéngenden Gra-
phen auf n Knoten genau n—1 Kanten auswéahlen kann, die als Teilgraph alle Knoten verbinden,
mithin einen Baum auf diesen n Knoten bilden, einen sogenannten Spannbaum.
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Satz: Jeder zusammenhdngende Graph besitzt einen Spannbaum.

Beweis: Wir beginnen bei einem beliebigen Knoten und wéhlen von diesem ausgehend
eine Kante aus. Bilden die zwei nun verbundenen Graphen noch nicht die gesamte Kno-
tenmenge, muss es (wegen des Zusammenhangs) eine Kante geben, die von einem der
beiden zu einem weiteren fiihrt. Diese wéhlen wir als néchstes aus. Im néchsten Schritt
wahlen wir eine Kante, die von einem der drei nun verbundenen Knoten zu einem noch
nicht verbundenen fiithrt usw. Da wir in jedem Schritt genau einen neuen Knoten verbin-
den, erhalten wir nach n — 1 Schritten einen zusammenhéngenden Teilgraphen, der nach
dem obigen Argument automatisch ein Baum ist. O]

Tatséchlich gibt es typischerweise viele verschiedene Moglichkeiten, einen Spannbaum zu
konstruieren. Die Cayley-Formel sagt z.B., dass der vollstdndige Graph auf n Knoten
(bei dem alle Kanten eingezeichnet sind), genau n"~? Spannbéiume besitzt.

In der Praxis sind zwei algorithmische Verfahren besonders niitzlich:

e Bei der Tiefensuche wird vom ersten Knoten ausgehend solange entlang einer
Kette von Knoten weiter gesucht, bis diese endet bzw. von hier aus kein neuer
Knoten mehr ,entdeckt* werden kann. Dann gehen wir einen Schritt zuriick und
versuchen von hier aus weiter zu gehen usw.

e Bei der Breitensuche werden zunichst alle Nachbarn des ersten Knoten verbun-
den, dann alle deren Nachbarn usw.

Auch fiir die Verwendung von Spannbdumen in Olympiade-Aufgaben kann es niitzlich
sein, einen Spannbaum zu verwenden, der mit einer bestimmten Methode konstruiert
wurde. Zum Beispiel hat ein Spannbaum, der mit einer Breitensuche erzeugt wurde, im-
mer die Eigenschaft, dass fiir einen Knoten unserer Wahl (ndmlich den Ausgangsknoten)
alle angrenzenden Kanten im Spannbaum enthalten sind.

Als kleine Anwendung wollen wir die folgende Aussage zeigen, die zwar ziemlich offensichtlich
klingt, aber mit der richtigen ,, Technologie® deutlich leichter zu erledigen ist als ohne.

Aufgabe: Gegeben sei ein zusammenhéngender Graph. Zeige, dass es einen Knoten gibt,
fir den der Graph nach Entfernen dieses Knotens (und seiner angrenzenden Kanten)
immer noch zusammenhéngend ist.

Losung: Wir wahlen einen Spannbaum des Graphen und entfernen ein Blatt. m




Hier sollten wir erkléren, dass ein Blatt eines Baums ein Knoten mit Grad 1 ist. Warum enthélt
jeder Baum ein Blatt? Ein moglicher Weg ist es, iiber die niitzliche Formel

S deg(v) = 2- | E]

zu argumentieren, die direkt durch doppeltes Abzdhlen der Kanten folgt. Hétte jeder Knoten
Grad mindestens 2, wiirde |E| > |V folgen, was bei einem Baum nicht der Fall ist.

Aus dieser Formel folgt iibrigens auch sofort, dass es in einem beliebigen Graphen immer gerade
viele Knoten mit ungeradem Grad gibt!

1.3 Von gierigen und noch besseren Algorithmen

In diesem Abschnitt wollen wir uns noch einmal mit algorithmischen Ansétzen in der Graphen-
theorie beschéftigen und zwar anhand der folgenden Aufgabe aus der Landesrunde 2020:

Aufgabe: Zwischen den Orten einer Insel verlaufen einige Feldwege, die von Spa-
ziergédngern genutzt werden. Jeder Feldweg beginnt an einem Ort und endet an einem
anderen Ort, wobei von jedem Ort genau drei Wege ausgehen. Um das touristische Ange-
bot der Insel zu erweitern, sollen einige dieser Feldwege zu Radwegen ausgebaut werden,
ohne aber die Spaziergidnger zu sehr zu benachteiligen.

Zeige, dass es moglich ist, dies so zu tun, dass anschliefend von jedem Ort mindestens
ein Radweg und ein weiterhin unausgebauter Feldweg ausgehen.

Loésung: Ein moglicher erster Ansatz wire wie folgt: Wir fangen zunéchst irgendwo an,
einen Radweg zu bauen. Solange es noch Orte gibt, die noch keinen Radweg haben, wéhlen
wir einen der drei von ihnen ausgehenden Wege aus und bauen ihn zu einem Radweg aus.
Das Problem bei diesem gierigen Algorithmus ist, dass es dabei passieren kann, dass
irgendwann ein Ort drei Radwege bekommt. Selbst wenn wir versuchen, den neu gebauten
Weg jeweils geschickt zu wéhlen, kann es passieren, dass wir irgendwann in eine Sackgasse
kommen, wo wir noch nicht fertig sind, aber auch keinen neuen Weg mehr bauen kénnen,
ohne die Bedingung kaputt zu machen.

Der naive gierige Algorithmus stellt sich also als zu unflexibel heraus, um die Aufgabe
zu losen. Dies hdngt unter anderem damit zusammen, dass wir uns auf eine sehr asym-
metrische Weise dazu entschieden haben, immer nur neue Radwege zu bauen, aber sie
nie wieder zu Feldwegen umzubauen, obwohl die urspriingliche Aufgabe bis auf die Aus-
gangssituation komplett symmetrisch in den beiden Typen von Wegen ist. Es ist aber
klar, dass die Ausgangssituation gar keine Rolle spielt. Wir formulieren die Aufgabe nun
symmetrischer und iibersetzen sie gleichzeitig in die Sprache der Graphentheorie:

Wir haben also einen (endlichen) Graphen, bei dem die Knoten den Orten und die Kanten
den Wegverbindungen entsprechen. Die Voraussetzung ist, dass jeder Knoten Grad 3 hat.
Wir wollen die Kanten nun derart in zwei Farben farben, dass an jedem der Knoten jede
Farbe mindestens einmal vorkommt.

Statt nun vom ungefdrbten Graphen auszugehen und diesen Schritt fiir Schritt ein-
zufiarben (bis wir ggf. in eine Sackgasse geraten), konnen wir ausgehend von einer be-
liebigen Farbung versuchen, Schritt fiir Schritt Kanten derart umzufirben, dass wir der
gesuchten Farbung néher kommen.




Als gutes Ma#B fiir das ,,Ndherkommen* bietet es sich an, die Anzahl der Orte zu betrach-
ten, die bereits die Bedingung erfiillen, dass beide Farben dort vorkommen. Nennen wir
diese Orte gut, die anderen schlecht. Kénnen wir die Anzahl der schlechten Orte Schritt
fiir Schritt verrringern, wird sie irgendwann bei 0 ankommen und wir haben gewonnen.

Dazu betrachten wir einen schlechten Ort. Wir kénnen dafiir sorgen, dass dieser Knoten
gut wird, indem wir eine der drei Kanten umfarben. Dabei wird die Anzahl der schlechten
Orte kleiner, es sei denn der an dieser Kante angrenzende Ort war vorher gut, jetzt aber
schlecht. Dann konnen wir allerdings wieder eine der beiden anderen Kanten umféarben
und den zweiten Ort damit gut machen. Dies wiederholen wir mit dem dritten, dem
vierten Ort usw., bis wir an einen Ort kommen, der durch das Umfarben nicht schlecht
wird. Angenommen, dies wiirde nie passieren, d.h. wir miissten unseren Schritt unendlich
oft wiederholen. Da der Graph endlich ist, kommen wir dann irgendwann an einen Ort,
an dem wir schon waren (nicht unbedingt der Anfangsort). Betrachten wir das erste Mal,
dass dies passiert, wissen wir, dass wir zu diesem Ort auf einem Weg kommen, den wir
zuvor noch nicht umgeféarbt haben. Dann koénnen aber nach Konstruktion die beiden
anderen Wege an diesem Ort nicht die gleiche Farbe haben, der Ort wird also nicht
schlecht!

Damit ist gezeigt, dass wir durch eine endliche Kette solcher Umférbungen stets die
Anzahl der schlechten Orte verringern kénnen. Wiederholen wir dies oft genug, haben
wir insgesamt nach endlich vielen Schritten unser Ziel erreicht. O

Wir waren hier etwas unvorsichtig, denn in der Aufgabenstellung wurde nicht ausgeschlos-
sen, dass es zwischen zwei Orten auch mehr als einen Weg geben kann. In diesem Fall wird
der resultierende Graph nicht mehr einfach sein. Tatséchlich ist dies fiir unser Argument
aber kein Problem, wenn man es noch einmal genau durchgeht. Grundsétzlich kénnen
solche vermeintlichen Kleinigkeiten aber durchaus entscheidend sein, insofern sollte man
darauf beim Schreiben und auch beim Korrekturlesen der eigenen Lésung Obacht geben.

1.4 Aufgaben

Die Aufgaben sollten etwa nach Schwierigkeit geordnet sein und alle mit den Inhalten dieses
Briefes 16sbar sein.

Aufgabe 1.1:
(a) Zeige, dass es in jedem endlichen Graphen zwei Knoten mit dem gleichen Grad gibt.

(b) Fiir welche n stimmt die folgende Aussage? In jedem Graphen mit n Knoten gibt es
zwei Knoten mit dem gleichen Grad sowie einen dritten Knoten, mit dem entweder beide
verbunden oder beide nicht verbunden sind.

Aufgabe 1.2: Wir betrachten einen Graphen mit 2023 Knoten, die alle Grad mindestens 45
haben. Zeige, dass es einen Kreis der Léange 4 gibt.

Aufgabe 1.3: Wie viele Kanten kann ein Graph auf n Knoten maximal haben, der keinen
Kreis der Lange mindestens 4 besitzt?

Aufgabe 1.4: Bestimme die maximale Anzahl an Kanten, die ein zusammenhéngender Graph
auf n Knoten mit der folgenden Eigenschaft haben kann: Fiir jeden Kreis in diesem Graphen
ist der Graph nach Entfernen aller Kanten dieses Kreises nicht mehr zusammenhéngend.



2 Von Wegen (und Kreisen)

Als néchstes wollen wir uns mit zwei verschiedenen Fragestellungen beschéftigen, bei denen es
darum geht, einen Graph einmal komplett zu durchlaufen.

2.1 Von Briicken, Hiusern und Kamelen

Die erste davon wurde 1736 von Leonhard Euler erfunden, als er sich fragte, ob es mdglich
ist, einmal durch Konigsberg zu laufen und dabei jede der sieben Briicken genau einmal zu
iiberqueren. Mit seiner Losung erfand Euler letztlich das Gebiet der Graphentheorie!

Ein Eulerweg in einem Graphen ist ein Weg, der jede Kante des Graphen genau einmal
benutzt. Ein Eulerkreis ist ein Eulerweg, dessen Start- und Endknoten {ibereinstimmen.

Obacht! Ein Eulerkreis darf also Knoten mehrfach durchlaufen, ist mithin kein Kreis im
zu Beginn definierten Sinn.

J

Man kann es sich auch so vorstellen, dass ein Eulerweg eine Moglichkeit beschreibt, die Kanten
des Graphen in einem Zug einzuzeichnen, ohne den Stift abzusetzen (und ohne eine Kante
doppelt zu zeichnen). Das beriihmteste Beispiel dieser Art ist natiirlich das Haus des Nikolaus.

Wie beim Konigsberger Briickenproblem kann man sich nun fiir einen beliebigen gegebenen
Graphen fragen, ob dieser einen FEulerweg oder sogar einen Eulerkreis besitzt. Sicherlich muss
der Graph zusammenhéngend sein und in jeden Knoten (bzw. bei einem Eulerweg jeder Knoten
auBer dem Start- und dem Zielknoten) muss der Weg genau so oft hineingehen wie hinausge-
hen, er muss also geraden Grad haben. Tatséchlich sind diese (sehr einfach zu iiberpriifenden)
Bedingungen auch bereits ausreichend:

Satz: Fin Graph besitzt genau dann einen Eulerkreis, wenn er zusammenhéngend ist
und jeder Knoten geraden Grad besitzt. Er besitzt genau dann einen Eulerweg, wenn er
zusammenhéngend ist und maximal zwei Knoten ungeraden Grad haben.

Fiir diesen Satz ist es, wie wir gleich im Beweis sehen werden, kein Problem, wenn der

Graph Mehrfachkanten oder Schlaufen hat.

Beweis: Wir haben uns bereits iiberlegt, dass die Bedingungen notwendig sind. Ist nun
ein Graph zusammenhingend und jeder Knoten hat geraden Grad, so wollen wir einen
Eulerkreis konstruieren.

Dazu wollen wir als ersten Schritt einen beliebigen Graphen, bei dem alle Knoten geraden
Grad haben (der aber nicht notwendigerweise zusammenhéngend ist), in (ggf. mehrere)
geschlossene Kantenziige zerlegen, sodass jede Kante genau einmal verwendet wird. Um
dies zu tun, beginnen wir an einem beliebigen Knoten mit Grad > 2 und laufen von hier
aus solange entlang von Kanten, die wir noch nicht verwendet haben, wie moglich. Weil
jeder Knoten geraden Grad hat und wir immer gerade viele Kanten an einem Knoten
durchlaufen, muss das Ende dieses Wegs mit seinem Startknoten iibereinstimmen. Wir
haben also einen geschlossenen Kantenzug gefunden. Nun kénnen wir dessen Kanten ent-
fernen und das Argument wiederholen, wobei die Bedingung der geraden Grade erhalten
bleibt.




Im zweiten Schritt wollen wir nun aus den ggf. mehreren Kantenziigen einen machen, jetzt
unter der Voraussetzung, dass der Graph zusammenhéngend ist. Gibt es mehr als einen
Kantenzug, so muss es zwei geben, die einen gemeinsamen Knoten haben. Dann kann
man aber die beiden Kantenziige beim Durchlaufen dieses Knotens aufschneiden und so
iiberkreuz zusammenkleben, dass daraus ein Weg entsteht. Mit diesem Schritt kénnen
wir die Anzahl der Kantenziige verringern. Indem wir ihn wiederholen, erreichen wir
also irgendwann eine Situation, in der alle Kanten von einem gemeinsamen geschlossenen
Kantenzug durchlaufen werden, dem gesuchten Eulerkreis!

Fiir den Eulerweg miissen wir nun zum Gliick nicht alles noch einmal wiederholen, sondern
es gibt einen schonen Trick: Haben alle Knoten geraden Grad, gibt es wie eben gezeigt
sogar einen Eulerkreis, der damit auch ein Eulerweg ist. Weil es gerade viele Knoten
mit ungeradem Grad gibt, ist der einzige andere Fall, dass es genau zwei Knoten mit
ungeradem Grad gibt. Dann fiigen wir kiinstlich eine Hilfskante zwischen diesen beiden
Knoten hinzu®, sodass alle Knoten geraden Grad haben und wir einen Eulerkreis finden.
Entfernen wir schliefSlich aus dem Eulerkreis wieder die Hilfskante, so haben wir immer
noch einen Eulerweg durch die urspriinglichen Kanten. Fertig! O

%die ggf. eine Mehrfachkante erzeugt, auch wenn es vorher keine gab

Der Trick, Kanten oder Knoten kiinstlich hinzuzufiigen, dann eine Struktur (hier den
Eulerkreis) zu finden und die Kanten dann wieder zu entfernen, ist erstaunlich hiufig
niitzlich. Es ist letztlich eine Instanz des 17-Kamele-Tricks.

Wir 16sen nun die Feldweg-Aufgabe aus dem letzten Abschnitt noch einmal mit Kamelen:

Zweite Losung der Feldweg-Aufgabe: O.B.d.A. ist der Graph der Inselorte und
-wege zusammenhéingend (sonst kiimmern wir uns um jede Komponente einzeln). Da
jeder Knoten Grad 3 hat, muss es gerade viele Knoten geben. Diese kénnen wir in Paare
aufteilen, die wir jeweils durch eine zusétzliche Kante verbinden (auch wenn es die schon
gab, d.h. wir erzeugen ggf. Mehrfachkanten). Nun hat jeder Knoten Grad 4, es gibt also
einen Eulerkreis. Nach der Gradformel aus dem letzten Abschnitt ist die Anzahl der
Kanten doppelt so grofl wie die der Knoten, insbesondere also gerade. Damit kénnen
wir die Kanten des Eulerkreises abwechselnd mit den beiden Farben farben. So hat jeder
Knoten genau zwei Kanten jeder Farbe. Entfernen wir die Hilfskanten wieder, kommt
immer noch an jedem Knoten jede Farbe mindestens einmal vor. Ziel erreicht! O]

2.2 Vom Handlungsreisen und vom Karten-Raten

Die zweite Fragestellung sieht auf den ersten Blick sehr dhnlich aus wie die nach Eulerwegen
bzw. -kreisen, ist aber in Wahrheit ganz anders und in der Praxis meist deutlich schwieriger.

Ein Hamiltonweg in einem Graphen ist ein Weg, der jeden Knoten in einem Graphen
genau einmal besucht. Ein Hamiltonkreis ist ein Kreis, der jeden Knoten genau einmal
besucht.

Ein bekanntes Beispiel ist die Frage, ob es moglich ist, auf einem Schachbrett derart mit einem
Springer zu ziehen, dass dieser jedes Feld genau einmal besucht und wahlweise (dann haben
wir einen Hamiltonkreis) im letzten Zug wieder zum Startfeld zieht.
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Fragen nach Hamiltonwegen oder verwandte Probleme tauchen in der Praxis auf natiirliche
Weise auf, wenn es etwa darum geht, moglichst effektive Routen in einem Netzwerk zu fin-
den (vgl. das berithmte Problem des Handlungsreisenden). Leider gibt es im Gegensatz zum
Eulerkreisproblem im Allgemeinen weder eine schéne Charakterisierung noch einen besonderes
effizienten Algorithmus, um herauszufinden, ob ein gegebener Graph einen Hamiltonweg oder
~kreis besitzt!.

Dennoch lassen sich einige niitzliche Kriterien herleiten, die zumindest hinreichende Bedingun-
gen fiir die Existenz eines Hamiltonkreises liefern. Das einfachste dieser Art wurde 1952 von
Gabriel Dirac gefunden:

Satz von Dirac: Hat in einem Graphen auf n > 3 Knoten jeder Knoten Grad mindestens

5, so gibt es einen Hamiltonkreis.

Im Gegensatz zum Eulerkreisproblem ist es zumindest klar, dass es durch Hinzufiigen neuer
Kanten nur einfacher wird, einen Hamiltonkreis zu finden, insofern ist es plausibel, dass ein
Kriterium darauf beruht, dass es relativ viele Kanten geben muss.

Beweis: Nach der Gradformel gibt es insgesamt mindestens 1—2 Kanten, was (wegen
n > 3) mehr als n—1 ist, mithin gibt es einen Kreis. Wir betrachten einen Kreis maximaler
Lange. Angenommen, dies ist kein Hamiltonkreis, dann gibt es einen Knoten v, den er
noch nicht enthélt. Weil v Grad mindestens n/2 hat und der Kreis Lénge hochstens
n — 1 besitzt, muss es zwei im Kreis aufeinanderfolgende Knoten geben, die beide mit v
verbunden sind. Dann koénnten wir den Kreis aber an dieser Stelle aufschneiden und v

einfiigen, was der Maximalitdat widerspricht! n

. J

Ein paar Jahre nach Dirac hat der norwegische Mathematiker Qystein Ore eine etwas allgemei-
nere Aussage gefunden:

Satz (Ore-Kriterium): Ist in einem Graphen mit n > 3 Knoten die Summe der Grade
zweier nicht-benachbarter Knoten stets mindestens n, so gibt es einen Hamiltonkreis.

Die Voraussetzung ist natiirlich insbesondere dann erfiillt, wenn wie bei Dirac alle Grade min-
destens n/2 sind.

Der Beweis ist (wie so oft in der Graphentheorie) eine Ubung darin, die richtige extremale
Betrachtung zu wéhlen, kombiniert mit einem typischen ,,Bastel-Argument“.

Beweis: Wir nehmen an, dass es fiir ein gegebenes n ein Gegenbeispiel gibt und betrach-
ten ein solches mit maximal vielen Kanten. (Mit anderen Worten: Wir nehmen uns ein
Gegenbeispiel, in dem es keinen Hamiltonkreis gibt, und fiigen solange Kanten hinzu,
wie das moglich ist, ohne einen Hamiltonkreis zu erzeugen. Die Bedingung der Grad-
summen bleibt dabei natiirlich erhalten.) Wir konnen also jetzt annehmen, dass es nach
Hinzufiigen einer beliebigen weiteren Kante einen Hamiltonkreis gibt. Insbesondere gibt
es fiir je zwei Knoten, die nicht verbunden sind, einen Hamiltonweg mit diesen als Start-
und Endknoten (ndmlich das, was vom Hamiltonkreis nach dem erneuten Entfernen dieser
Kante {ibrig bleibt).

Man kann zeigen, dass das algorithmische Problem NP-schwer ist.



Wir betrachten nun einen solchen Hamiltonweg, der die Knoten in der Reihenfolge
U1, Vg, ..., v, durchlauft, wobei v; und v, nicht verbunden sind, mithin nach Annah-
me deg(vq) + deg(v,) > n gilt. Der Plan ist nun, diesen Weg an einer geeigneten Stelle
aufzuschneiden und zu einem Kreis wieder zusammenzukleben. Finden wir ndmlich ein
k, fir das v; mit vg,1 und v, mit v, verbunden ist, so konnen wir den Hamiltonkreis

U1,U2,...,Vk,Un,Un-1,Up-2y-..,VU+1,V1

bauen. Von den n — 1 moglichen Werten von k haben aber deg(v;) die Eigenschaft, dass
v1 mit vg, 1 verbunden ist, und deg(v, ) haben die Eigenschaft, dass vy mit v, verbunden
ist. Wegen deg(vy) + deg(v,) > n — 1 muss es mithin einen Wert von k geben, fiir den
beides erfiillt ist. Damit finden wir aber den gesuchten Hamiltonkreis (und also einen
Widerspruch zu unserer Annahme, dass es keinen solchen gibt). O

Als kleine Anwendung wollen wir eine Aufgabe aus der Indischen Mathe-Olympiade 2021 16sen:

Aufgabe: Die Mathemagierin und das Kriimelmonster spielen das folgende Spiel. Die
Mathemagierin legt Karten mit den Zahlen 1 bis 52 verdeckt auf den Tisch. In jedem
Zug darf das Kriimelmonster auf zwei der Karten zeigen und erfiahrt, ob diese aufein-
anderfolgende Zahlen zeigen. Die Mathemagierin antwortet ehrlich. Nach endlich vielen
Ziigen zeigt das Kriimelmonster auf zwei Karten. Es gewinnt, falls die Zahlen auf diesen
beiden Karten aufeinanderfolgend sind, sonst verliert es.

Zeige, dass das Kriimelmonster genau dann sicher gewinnen kann, wenn es mindestens
50 Fragen stellen darf.

Losung: Es ist leicht, eine Gewinnstrategie mit 50 Fragen anzugeben: Das
Kriimelmonster kann eine Karte auswéahlen und sie mit 50 anderen vergleichen. Sagt die
Mathemagierin einmal Ja, ist das Spiel sofort vorbei. Andernfalls weifl das Kriimelmonster
am Ende, dass die erste und die letzte iibrige Karte benachbart sind.

Die interessantere Frage ist, warum es nicht mit 49 Fragen geht. Eine Strategie des
Kriimelmonsters wiirde daraus bestehen, dass es 49 Paare auswéahlt. Da wir davon aus-
gehen konnen, dass die Antwort der Mathemagierin immer Nein ist (das ist der einzige
interessante Fall), miisste es anschlieflend ein Paar geben, von dem das Kriimelmonster
sicher weif}, dass die beiden Zahlen benachbart sind.

Mit anderen Worten wére eine Strategie eine Auswahl von 50 Paaren, von denen immer
eines sicher benachbart ist. Wir konnen dies in einen Graphen {ibersetzen, dessen Knoten
die 52 Karten sind und dessen Kanten die 50 ausgewéhlten Paare sind. Wir miissen
zeigen, dass es moglich ist, eine Verteilung der Zahlen auf die Karten anzugeben, sodass
keine der Kanten benachbarte Zahlen verbindet. Mit anderen Worten miissen wir einen
Hamiltonweg im Komplement des Graphen finden, also in dem Graphen, der genau die
Kanten enthélt, die der urspriingliche Graph nicht enthélt.

Unsere Aufgabe ist mithin dquivalent dazu zu zeigen, dass ein Graph auf 52 Knoten,
in dem hochstens 50 Kanten fehlen, immer einen Hamiltonweg enthélt. Dazu geniigt es
offensichtlich zu zeigen, dass es sogar immer einen Hamiltonkreis gibt, wenn hochstens
49 Kanten fehlen. Hier kdnnen wir die Ore-Verbindung iiberpriifen: Sind v und v nicht
benachbart, so ist dies bereits eine fehlende Kante. Unter den moglichen weiteren 100
von v und v ausgehenden Kanten fehlen hochstens 48, mithin ist deg(u) + deg(v) > 52
und die Ore-Bedingung erfiillt! m
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Auch das Ore-Kriterium ist weit davon entfernt, eine notwendige Bedingung fiir die Exis-
tenz eines Hamiltonlkreises zu liefern. Es lohnt sich daher, sich nicht nur mit den Resul-
taten sondern auch mit den Beweistechniken vertraut zu machen, um sie in einer leicht
verdnderten Situation anpassen zu konnen, wo das Resultat selbst nicht anwendbar ist.

2.3 Von Binidrwortern und gerichteten Graphen

Zum Abschluss wollen wir eine Aufgabe diskutieren, die uns zeigt, dass sich (schwierige) Proble-
me iiber Hamiltonkreise in speziellen Situationen durch (einfachere) Probleme tiber Eulerkreise
ersetzen lassen.

Aufgabe: Sei n eine natiirliche Zahl. Zeige, dass es moglich ist, 2™ Ziffern 0 oder 1 so
in einem Kreis aufzuschreiben, dass jedes der 2" Bindrworter der Lange n genau einmal
unter n aufeinanderfolgenden Ziffern vorkommt.

Eine mogliche Losung fiir n = 4 ist etwa die Folge 0000100110101111, in der (zyklisch verldngert)
alle 16 Bindrworter der Lénge 4 genau einmal vorkommen. (Es lohnt sich einmal selbst zu ver-
suchen, von Hand eine Losung fiir n = 5 zu finden, um sich von der Schwierigkeit des Problems
zu iiberzeugen!) Solche Folgen heilen auch de-Bruijn-Folgen, nach dem niederléndischen Ma-
thematiker N. G. de Bruijn, der sie 1946 untersuchte (auch wenn er 30 Jahre spéter feststellte,
dass das Problem schon 1894 geldst wurde).

-

Losung: Zunichst bietet es sich auf natiirliche Weise an, das Problem als die Frage nach
einem Hamiltonkreis im folgenden Graphen zu interpretieren: Als Knoten wéahlen wir die
2™ moglichen Bindrworter und eine Kante zwischen zwei Bindrwortern zeichnen wir ein,
wenn die letzten n — 1 Stellen des einen Worts mit den ersten n — 1 Stellen des anderen
Worts iibereinstimmen. (Dieser Graph kann Schlaufen enthalten, z.B. ist 00. . .0 mit sich
selbst verbunden.)

Um wirklich eine prizise Ubersetzung unseres Problems zu erhalten, benétigen wir aller-
dings einen gerichteten Graphen, d.h. jede Kante bekommt eine Orientierung (die wir
uns z.B. als Pfeil vorstellen konnen), mit der wir uns merken, welches das ,erste und
welches das ,,zweite® Wort an der Kante ist.

Die Losung der Aufgabe ist nun dquivalent (warum?) zur Existenz eines (gerichteten)
Hamiltonkreises in diesem Graphen, also einem Kreis, der alle Knoten genau einmal
durchlduft und bei dem alle Kanten in die gleiche Richtung zeigen.

Nun haben wir aber bereits gesehen, dass es im Allgemeinen sehr schwer ist, Hamilton-
kreise zu untersuchen. Alle unsere Bedingungen setzten voraus, dass es ,,genug® Kanten
gibt, was hier sicherlich nicht der Fall ist: In unserem Graphen ist jeder Knoten Ausgangs-
und Endpunkt von jeweils zwei Kanten.

Wie bereits angedeutet ist der Trick, das Problem stattdessen als eines iiber (gerichtete)
Fulerkreise zu interpretieren. Dazu sollten wir stattdessen einen Graphen betrachten, in
dem die 2™ Bindrworter den Kanten entsprechen. Dies konnen wir tun, indem wir als
Knoten die Bindrworter der Léange n — 1 betrachten und wie zuvor eine gerichtete Kante
zwischen zwei Wortern einzeichnen, wenn das erste Wort auf die gleichen n — 2 Stellen
endet, mit denen das néchste beginnt. Da durch das , Ubereinanderkleben“ der beiden
Worter ein Wort der Lénge n entsteht und diese Zuordnung eindeutig ist, hat unser Graph
tatsdchlich 2" Kanten, die wir mit den n-stelligen Bindrwortern identizifieren konnen.
Ist etwa n = 4, so gibt es eine Kante von 110 zu 101, die dem Wort 1101 entspricht.
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Natiirlich ist der so konstruierte Graph von der gleichen Art wie zuvor, nur fiir n — 1
anstelle von n! Entscheidend ist aber, dass wir eine Losung des Problems nun in die
Existenz eines (gerichteten) Eulerkreises in diesem Graphen iibersetzen konnen, also ei-
nes geschlossenen Kantenzugs, der alle Kanten genau einmal durchlduft und bei dem alle
Kanten in die gleiche Richtung zeigen. Denn die Knotenfolge in diesem Eulerkreis ent-
spricht exakt der Abfolge der Bindrworter der Lange n — 1 in unserer Losung, wiahrend
die Kantenfolge der Abfolge der Bindrworter der Lange n entspricht, die alle genau ein-
mal vorkommen sollen. Man kann sich nun aber leicht die folgende Variante unseres
Eulerkreis-Kriteriums fiir gerichtete Graphen iiberlegen: Ein gerichteter Graph enthélt
genau dann einen Fulerkreis, wenn er zusammenhéngend ist und an jedem Knoten ge-
nauso viele Knoten beginnen wie enden. Beides ist aber in unserem Fall offensichtlich
erfiillt (an jedem Knoten beginnen und enden je zwei Knoten und man kommt von jedem
Bindrwort zu jedem anderen). Fertig! O

Die Konstruktion lédsst sich etwas verallgemeinern: Zu jedem Graphen kann man den
Kantengraphen betrachten, dessen Knotenmenge die Kantenmenge des urspriinglichen
Graphen ist und in dem zwei Knoten genau dann verbunden sind, wenn die zugehorigen
Kanten im urspriinglichen Graphen einen gemeinsamen Knoten haben. Der Trick in der
Losung eben ist dann eine gerichtete Version der Beobachtung, dass sich aus einem Euler-
kreis im urspriinglichen Graphen ein Hamiltonkreis im Kantengraphen ergibt (umgekehrt
geht es allerdings im ungerichteten Fall nicht, warum?).

Das Spezielle in der Aufgabe oben war, dass der Graph und der zugehorige Kantengraph
eine sehr dhnliche Struktur hatten, was im Allgemeinen natiirlich nicht der Fall sein muss.

2.4 Aufgaben

Aufgabe 2.1: In einem Graphen auf n Knoten sei die Summe der Grade je zweier nicht-
benachbarter Knoten stets mindestens n — 1. Zeige: Es gibt einen Hamiltonweg.

Aufgabe 2.2: Ein zusammenhingender Graph habe n Knoten und k£ Kanten. Zeige, dass es
einen geschlossenen Kantenzug der Lénge hochstens n+ k — 1 gibt, der alle Kanten mindestens
einmal durchlauft.

Aufgabe 2.3: In einem Badminton-Turnier (bei dem es keine Unentschieden gibt) mit ungerade
vielen Spielerinnen spielt jede Spielerin zweimal gegen jede andere. Es stellt sich heraus, dass
jede Spielerin exakt die Héalfte ihrer Spiele gewonnen hat. Zeige, dass es moglich ist, die Hélfte
aller Spiele fiir ungiiltig zu erklédren, sodass danach immer noch jede Spielerin exakt die Hélfte
ihrer giiltigen Spiele gewonnen hat.

Aufgabe 2.4: Gegeben seien 4n Kekse mit den Gewichten 1,2,3,...,4n. Jeder Keks ist von
einer von n Sorten, wobei jede Sorte genau viermal vorkommt. Zeige, dass das Kriimelmonster
und die Mathematigerin die Kekse so unter sich aufteilen konnen, dass beide je zwei Kekse
jeder Sorte und auflerdem das gleiche Gesamtgewicht an Keksen bekommen.

Aufgabe 2.5: Die Kanten des vollstdndigen Graphen auf n Knoten werden mit k Farben
eingefiarbt. Es stellt sich heraus, dass fiir jede dieser Farben der Graph nach Entfernen der
Kanten dieser einen Farbe keinen Hamiltonkreis mehr enthélt. Wie grof§ kann & (in Abhéngigkeit
von n) maximal sein?
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3 Bipartite Graphen und der Waffelverteilungssatz

3.1 Von Waffeln und Keksdosen

Graphen eignen sich gut, um Fragen iiber Netzwerke, Bekanntschaften usw. mathematisch zu
beschreiben. In den folgenden Beispielen hat der Graph aber eine bestimmte Zusatzstruktur:

An einem Matheseminar nehmen einige Schiilerinnen teil. Zum Friihstiick wird ein grofier
Teller mit verschiedenen Sorten Waffeln auf den Tisch gestellt. Jede Schiilerin mag einige
der Waffeln, andere nicht (ggf. auch keine oder alle). Unter welchen Bedingungen ist es
moglich, die Waffeln so zu verteilen, dass jede Schiilerin eine Waffel bekommt, die sie
mag?

Das Kriimelmonster hat 4 Dosen mit je 4 Keksen: eine blaue Dose mit 4 Butterkeksen,
eine schwarze Dose mit 4 Schokokeksen, eine dunkelgriine mit 4 Doppelkeksen und eine
violette mit 4 Vanillekipferln. Jetzt schiittet es alle Dosen aus, mischt die 16 Kekse und
verteilt sie wieder gleichméfig auf die 4 Dosen, d. h. in jede Dose 4 Kekse.

Zeige, dass die Mathematigerin so aus jeder Dose genau einen Keks herausnehmen kann,
dass unter diesen 4 Keksen alle 4 Sorten genau einmal vorkommen.

Wollen wir diese Situation mit einem Graphen modellieren, konnen wir uns die Schiilerinnen und
Waffeln (bzw. die Dosen und Kekssorten) als Knoten vorstellen und eine Kante einzeichnen, falls
eine bestimmte Schiilerin eine bestimmte Waffel mag (bzw. eine Dose eine Kekssorte enthélt).
Dabei ist allerdings zu bedenken, dass es hier jeweils zwei verschiedene Arten von Knoten gibt
(Schiilerinnen und Waffeln bzw. Dosen und Sorten) und wir nur Kanten zwischen der einen
und der anderen Menge einzeichnen. Um diese Situation allgemein zu beschreiben, fithren wir
eine neue Sprache ein:

Definition: Ein Graph heifit bipartit, wenn sich seine Knotenmenge V' so in zwei dis-
junkte Mengen V; und V5 aufteilen lasst, dass alle Kanten zwischen einem Knoten aus V;
und einem aus V, verlaufen. Eine (perfekte) Paarung von V; nach V; ist eine Auswahl,
die jedem Knoten aus V; einen mit ihm verbundenen Knoten aus V5, zuordnet, sodass
kein Knoten aus V5 mehrfach vorkommt.

. J

Grundsétzlich kann ein Graph ,zufillig“ und ggf. auch auf verschiedene Weisen bipartit sein,
z.B. kénnen wir im leeren Graph (ohne Kanten) die Knoten auf beliehige Weise aufteilen. In
der Praxis interessieren wir uns meistens fiir Paarungen in bipartiten Graphen, die (wie in den
Beispielen oben) auf natiirliche Weise eine bipartite Struktur haben.

Dennoch ist die folgende Charakterisierung manchmal niitzlich:

Satz: Ein Graph ist genau dann bipartit, wenn er keine ungeraden Kreise enthélt.

Beweis: Angenommen, ein bipartiter Graph wiirde einen ungeraden Kreis enthalten.
Dann miissten dessen Knoten abwechselnd in Vi und V5 enthalten sein, was aber bei
ungerader Liange nicht aufgeht, wenn man einmal um den Kreis herum geht.
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Umgekehrt nehmen wir an, dass ein Graph keine ungeraden Kreise enthélt und zeigen,
dass er bipartit ist. Dazu geniigt es, dies fiir jede Zusammenhangskomponente zu zei-
gen. Wir beginnen mit einem beliebigen Knoten vy, den wir V; zuordnen. Wegen des
Zusammenhangs ist nun jeder Knoten v iiber einen Weg mit vy verbunden. Die Lénge
eines kiirzesten solchen Wegs wollen wir den Abstand zu vy nennen. Dann ordnen wir v
der Menge V; zu, wenn der Abstand gerade ist, und sonst zu V5. Wir miissen nun zei-
gen, dass jede Kante zwei Knoten aus Vi und V5 verbindet. Angenommen, es gibe zwei
verbundene Knoten aus dem gleichen V;. Diese Kante bildet dann zusammen mit den
kiirzesten Wegen zu vy einen geschlossenen Weg ungerader Lange. Dieser muss noch kein
Kreis sein, liasst sich aber in Kreise zerlegen, die nicht alle gerade Lange haben konnen,
Widerspruch! n

\.

Wir wollen uns nun mit der Frage oben beschéftigen, wann im Beispiel oben eine zufrieden-
stellende Verteilung der Waffeln (also eine perfekte Paarung) moglich ist. Sicherlich muss es
mindestens so viele Waffeln geben wie Schiilerinnen und jede Schiilerin muss mindestens eine
Waffel mégen. Das alleine reicht allerdings nicht unbedingt aus, z.B. konnte es passieren, dass
mehrere Schiilerinnen nur eine (und zwar die gleiche) Waffel mogen, sodass eine von ihnen
leer ausgehen wird. Allgemeiner lésst sich leicht feststellen, dass eine Verteilung nicht moglich
ist, wenn es fiir irgendein k eine Gruppe von k Schiilerinnen gibt, die zusammen weniger als
k Waffeln mogen. Uberraschenderweise ist diese (offensichtlich notwendige) Bedingung auch
hinreichend, um eine Waffelverteilung zu garantieren:

Waffelverteilungssatz: In einem bipartiten Graphen mit Knotenmengen V; und V; gibt
es genau dann eine perfekte Paarung, wenn die Waffelverteilungsbedingung gilt:
Fiir jedes k und je & Knoten aus V) gibt es mindestens & Knoten aus V5, die mit einem
dieser £ Knoten aus V; verbunden sind.

Der Waffelverteilungssatz ist auch als Satz von Hall oder als Heiratssatz bekannt. Bevor wir
ihn beweisen, wollen wir ihn benutzen, um die Aufgabe mit den Keksdosen von oben zu l6sen:

Losung: Nach dem Waffelverteilungssatz geniigt es die Waffelverteilungsbedingung zu
iiberpriifen. Wir miissen mithin fiir jede Menge von k& Dosen zeigen, dass sie zusammen
mindestens k verschiedene Sorten enthalten. Aber die £ Dosen enthalten mindestens 4k
Kekse. Da es von jeder Sorte nur 4 Kekse gibt, miissen unter diesen 4k Keksen mindestens
k verschiedene Sorten sein, fertig! O

.

Hier ist anzumerken, dass sich diese konkrete Aufgabe (die in der Bundesrunde 2010 in Klasse
8 gestellt wurde) auch ohne allzu groBen Aufwand mit einer (mehr oder weniger geschickten)
Fallunterscheidung 16sen lésst. Dies ist allerdings nicht mehr realistisch moglich, wenn man 4
durch eine (deutlich) groiere Zahl wie 20 ersetzt und natiirlich erst recht nicht, wenn man die
gleiche Aussage fiir alle moglichen solchen Zahlen zeigen mochte. Die oben angegebene Losung
ist nicht nur kiirzer sondern funktioniert auch sofort fiir jeden beliebigen Wert von 4.

Im Waffelverteilungssatz wird nicht vorausgesetzt, dass Vi und V; gleich grofl sein miissen!
Tatséchlich konnen wir & = |V;| wihlen und sehen sofort, dass |Va| > |Vi| aus der
Waffelverteilungsbedingung folgt. Es ist aber sehr wohl moglich, dass V5, grofier als V; ist.
Insbesondere miissen bei einer Paarung zwar alle Knoten aus V; verbunden werden, aber
nicht unbedingt alle aus V5.
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Ist |Vi] = |Val, so ist die Situation symmetrischer. In diesem Fall diirfen wir uns aussu-
chen, ob wir von Teilmengen von V; oder von V5 ausgehen. Zum Beispiel hiatten wir im
Argument oben auch zeigen kénnen, dass es zu je k Sorten von Keksen mindestens k
Dosen gibt, die eine dieser Sorten enthalten. Bei dieser Aufgabe macht das keinen grofien
Unterschied, in weniger symmetrischen Situationen kann es aber ein niitzlicher Trick sein.

Beweis des Waffelverteilungssatzes: Wie wir bereits festgestellt haben, ist die Waffel-
verteilungsbedingung notwendig fiir die Existenz einer perfekten Paarung. Fiir die andere
Richtung verwenden wir starke Induktion iiber |V;|, wobei der Fall n = 1 trivial ist. Wir
kénnen nun annehmen, dass die Aussage fiir alle kleineren Knotenmengen schon bekannt
ist. Wir beginnen mit einer Strategie, die nicht immer funktionieren, aber trotzdem zu
einem Beweis fithren wird: Wir wahlen einen beliebigen Knoten v, aus V; und verbinden
ihn mit einem beliebigen Knoten vy aus V5, mit dem er verbunden ist (nach der Bedin-
gung fiir k£ = 1 gibt es ein solches vy). Entfernen wir nun v; und ve aus dem Graphen,
so kénnen wir fiir die iibrigen Knoten nach Induktion eine Paarung finden, falls diese
weiterhin die Waffelverteilungsbedingung erfiillen. Ist dies nicht der Fall, so muss es ein
k > 1 und eine Menge W; von k£ Knoten aus V; geben, die nach dem Entfernen von v,
mit weniger als £ Knoten in V5 verbunden sind. Da die Bedingung vor dem Entfernen
erfiillt war, miissen die Knoten aus W; damit in ganz V5, mit einer Menge W5 von genau
k Knoten verbunden sein (von denen einer vy ist).

In diesem Fall wird unsere naive Strategie, v; mit v, zu verbinden, nicht funktionieren,
aber wir haben etwas iiber unseren Graphen gelernt, ndmlich die Existenz von W; und
Ws. Nun ist klar, dass wir die Knoten aus W; mit denen aus W5 verbinden miissen und
nach Induktion ist dies auch tatsédchlich moglich, denn fiir je £ Knoten aus W; muss es
k Knoten in V5 geben, die mit diesen verbunden sind und nach Annahme liegen diese
k Knoten sogar alle in W5, d.h. der Graph der Kanten zwischen W; und W erfiillt die
Waffelverteilungsbedingung.

Damit bleibt zu untersuchen, ob wir die Knoten aus V;\W; (also denen, die in Vj,
aber nicht in W; liegen) mit Knoten aus V5\W, verbinden kénnen. Nach Induktion
geniigt es dafiir aber wiederum, fiir Vi\W; und V,\W, die Waffelverteilungsbedingung
zu {iberpriifen: Wir betrachten also fiir ein beliebiges ¢ eine Menge M von ¢ Knoten in
Vi\Wj und wollen zeigen, dass die Knoten aus M mit mindestens ¢ Knoten in V5\ W, ver-
bunden sind. Der Trick ist nun, die Menge der k+ ¢ Knoten aus M und W; zusammen zu
betrachten. Nach der Waffelverteilungsbedingung im urspriinglichen Graphen sind diese
mit mindestens k+ ¢ Knoten in V5 verbunden. Da W5 nur k£ Knoten enthélt, muss es noch
mindestens ¢ Knoten in V5\W, geben, die mit M oder W; verbunden sind. Da W; aber
nur mit W5 verbunden ist, miissen alle mit M verbunden sein, d.h. M ist wie gewiinscht
mit mindestens ¢ Knoten in V5\W5 verbunden.

Damit erfiillen die Restmengen V;\W; und V5\W5 immer noch die Waffelverteilungsbe-
dingung und nach Induktion ist eine Verteilung moglich, die dann kombiniert mit der
Paarung zwischen W; und W5 eine Paarung im gesamten Graphen liefert. O

Auch wenn der Beweis nicht schwer ist, ist der Waffelverteilungssatz ein Satz, den man sehr

gut verwenden kann, ohne den Beweis zu kennen!

Die Aquivalenz ist heuristisch besonders niitzlich: Weil man aus der Aufgabe, dass es eine
Paarung geben soll, muss die Bedingung stimmen und sie zu iiberpriifen fiihrt normalerweise
auf eine einfachere Aufgabe. Als weniger naheliegendes Beispiel (bei dem zunéchst nicht klar

ist, dass ein solcher Ansatz funktioniert) 16sen wir die Feldweg-Aufgabe noch ein drittes Mal:
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3. Losung der Feldweg-Aufgabe: Wir haben am Anfang gesehen, dass ein gieriger
Algorithmus zu Situationen fithren kann, in denen wir nichts mehr machen kénnen. Statt-
dessen konnen wir mit einem vorsichtigen gierigen Algorithmus beginnen, der uns noch
etwas ,,Luft* lasst: Wir wihlen solange wie moglich Wege aus, die wir zu Radwegen um-
bauen, wobei wir zunéchst sicherstellen wollen, dass kein Ort mehr als einen Radweg
bekommt. Nach Ende dieses Prozesses gibt es mithin zwei Kategorien von Orten: solche,
die noch keinen Radweg haben, und solche, die genau einen Radweg haben. Nennen wir
diese Mengen V; bzw. V5, so geniigt es offenbar, eine Paarung zwischen V; und V5 zu
finden und die ausgewéahlten Wege zu Radwegen auszubauen, denn danach haben alle
Orte aus V; genau einen Radweg und alle aus V5 einen oder zwei. Hier ist zu beachten,
dass der Graph natiirlich nicht bipartit sein muss: Es kann sehr wohl Kanten zwischen
Orten in V5 geben, allerdings keine zwischen zwei Orten in Vj, denn sonst hitten wir
diese in unserem Algorithmus noch verbunden. In jedem Fall kénnen wir uns aber auf
die Betrachtung der Kanten zwischen V; und V5 einschranken, wenn wir dies wollen.

Es geniigt somit die Waffelverteilungsbedingung zu iiberpriifen: Fiir je & Orte aus V;
miissen wir k£ Orte aus V5 finden, die mit einem der k& Orte verbunden sind. Da es keine
Wege zwischen Orten aus V; gibt, fithren von jedem Ort in V; drei Wege nach V5. Von
den k ausgewéhlten Orten gehen also 3k Wege nach V5. Da aber an jedem Ort in V5
hochstens drei Wege aus 1V} ankommen, miissen diese 3k Wege mindestens k verschiedene
Orte in V5 treffen, die Waffelverteilungsbedingung ist erfiillt! m

3.2 Von Ko6nigen und Antiketten

Selbst in bipartiten Graphen ohne perfekte Paarung gilt eine interessante Aussage, die sich bei
genauerem Hinsehen als dquivalent zum Waffelverteilungssatz herausstellt:

Satz von Ko6nig: In einem bipartiten Graphen stimmen die folgenden Zahlen iiberein:

(i) die Grofle einer maximalen Paarung, also die maximale Anzahl von Kanten, die
keine gemeinsamen Knoten haben

(ii) die Grofe einer minimalen Knoteniiberdeckung, also die minimale Anzahl an
Knoten, die derart ausgewihlt werden konnen, dass jede Kante von mindestens
einem dieser Knoten ausgeht

Beweis: Es ist klar, dass jede Knoteniiberdeckung mindestens so viele Knoten enthélt wie
eine Paarung, denn aus jeder Kante einer Paarung muss ein Knoten ausgewéhlt werden.
Der interessante Teil ist, dass es zur minimalen Knoteniiberdeckung mit m Knoten auch
eine Paarung mit m Kanten gibt. Dazu seien W) C V; und Wy C V; die |[Wi| + |Wa| = m
Knoten der minimalen Knoteniiberdeckung. Wir wollen eine Paarung mit m Kanten
konstruieren. Dazu geniigt es, eine perfekte Paarung von Wj in V5\W, zu finden, analog
gibt es dann auch eine perfekte Paarung von Wy € Vi\IW; und zusammen ergeben die
beiden die gesuchte Paarung mit m Kanten.

Es geniigt somit die Waffelverteilungsbedingung fiir W7 und V,\W; zu iiberpriifen. Dazu
betrachten wir eine Menge von k£ Knoten in ;. Wéren diese mit weniger als £ Knoten
in Vo\W; verbunden, kénnten wir sie durch die mit ihnen verbundenen Knoten ersetzen
und erhielten eine kleinere Knoteniiberdeckung, Widerspruch zur Minimalitdt! Somit ist
die Waffelverteilungsbedingung erfiillt und die gesuchte Paarung existiert! n
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Als iiberraschende Anwendung wollen wir noch den Satz von Dilworth besprechen. Dazu
miissen wir zunéchst definieren, was eine Halbordnung ist.

Definition: Eine Halbordnung auf einer Menge M ist eine Menge von Relationen z <y
fiir einige Paare (x,y) mit x,y € M mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Es gilt z < z fiir alle z € M

(ii) Ist <y und y < z, dann gilt z = y.

(iii) Ist z < y und y < z, dann gilt = < z.

Eine Kette ist eine geordnete Folge 1 < x5 < --- < 1. Eine Antikette ist eine
Teilmenge, in der keine zwei Elemente vergleichbar sind.

Ein naheliegendes Beispiel ist die iibliche Ordnung einer Zahlenmenge nach ihrer Grofle.
In den folgenden Beispielen sieht man aber besser, dass es Paare geben darf, die auf keine
Weise miteinander vergleichbar sind, d.h. fiir die weder = < y noch y < x gilt:

e Ist M eine Menge natiirlicher Zahlen, so kénnen wir definieren, dass x < y genau
dann gilt, wenn x ein Teiler von y ist. Hier sind 3 und 5 nicht vergleichbar.

o Ist M = R?, so kénnen wir definieren, dass (z1,y;) < (22,%2) genau dann gilt, falls
x1 < xy und y; < yo gilt. Hier sind (1,3) und (2, 1) nicht vergleichbar.

e Ist M eine Menge von Mengen, so kénnen wir definieren, dass x < y gilt, falls z in
y enthalten ist. Hier sind {1,2,4} und {2,5} nicht vergleichbar.

Satz von Dilworth: In einer endlichen halbgeordneten Menge stimmt die maximale
Grofle einer Antikette iiberein mit der minimalen Anzahl an Ketten, mit denen die ge-
samte Menge tiberdeckt werden kann.

Beweis: Es ist klar, dass zur Uberdeckung mindestens so viele Ketten bendtigt werden
wie die GroBe einer Antikette, denn je zwei Elemente der Antikette konnen nicht in der
gleichen Kette sein. Interessant ist also wieder nur die Umkehrung, eine Uberdeckung mit
der gleichen Anzahl an Ketten wie die Grofle einer Antikette zu konstruieren.

Hierfiir betrachten wir den bipartiten Graphen, in dem V) und V; jeweils Kopien der
halbgeordneten Menge M mit n Elementen sind und eine Kante (v1,v2) genau dann
eingezeichnet wird, wenn v; < vy gilt. Nach dem Satz von Koénig gibt es eine Kno-
teniiberdeckung und eine Paarung mit der gleichen Anzahl k& an Elementen.

Diejenigen Elemente aus M, die auf keiner der beiden Seiten fiir die Knoteniiberdeckung
verwendet werden, bilden eine Antikette mit mindestens n — k Elementen (sonst gidbe es
eine Kante zwischen ihnen, was der Eigenschaft der Knoteniiberdeckung widerspricht).
Andererseits konnen wir die Elemente entlang der k zur Paarung gehorenden Kanten zu
Ketten verbinden, sodass wir eine Uberdeckung der Menge mit n—k Kanten erhalten. [

\.

Als kleine trickreiche Anwendung zeigen wir zum Abschluss den folgenden beriihmten Satz:

Satz von Erdds-Szekeres: In einer Folge von mn—+1 reellen Zahlen gibt es eine monoton
steigende Folge der Lénge mindestens m + 1 oder eine monoton fallende Folge der Lénge
mindestens n + 1.
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Beweis: Wir betrachten die Halbordnung auf unserer Menge, die fiir zwei Folgenglieder
x < y festlegt, falls x nicht grofler als y ist und nicht nach y in der Folge vorkommt. Eine
Kette ist dann eine monoton steigende Teilfolge, eine Antikette eine monoton fallende
Teilfolge. Hatte die lingste Antikette Lange hochstens n, so miisste es nach Dilworth n
monoton steigende Folgen geben, die die gesamte Menge iiberdecken. Nach dem Schub-
fachprinzip miisste dann aber eine von ihnen Lénge mindestens m + 1 haben. O

3.3 Aufgaben

Aufgabe 3.1: In einer Karawane gibt es 100 Beduinen und 99 Kamele. Jeder der Beduinen
kann auf einigen Kamelen reiten, auf anderen nicht.

Es ist bekannt, dass es fiir jedes k& und jede Gruppe von k£ Beduinen mindestens k£ — 1 Kamele
gibt, auf denen einer der Beduinen aus dieser Gruppe reiten kann. Zeige, dass es moglich ist,
99 der Beduinen mit je einem Kamel auszustatten, auf dem sie reiten kénnen.

Aufgabe 3.2: Auf der Teeparty des Méarzhasen bekommt die Mathematigerin vom verriickten
Hutmacher einen Hut aufgesetzt, auf dem genau 1012 der Zahlen 1,2,...,2025 stehen. Sie
selbst kann diese Zahlen nicht sehen. Das Kriimelmonster muss nun genau eine derjenigen
Zahlen 1,2 ...,2025 auswéhlen, die noch nicht auf dem Hut stehen, und diese auf den Hut
schreiben. Dies geschieht so, dass hinterher nicht zu erkennen ist, welche Zahl neu hinzugefiigt
wurde.

Nun wird der Hut dem Kriimelmonster aufgesetzt. Nur wenn die Mathematigerin anhand der
1013 Zahlen auf dem Hut herausfinden kann, welche der Zahlen vom Kriimelmonster hinzu-
gefiigt wurde, bekommen die beiden vom Mérzhasen ihr wohlverdientes Stiick Sahnetorte.
Bevor die Mathematigerin den Hut aufgesetzt bekommt, diirfen sich die beiden natiirlich eine
gemeinsame Strategie ausdenken, aber nach dem Aufsetzen des Huts diirfen sie keine Informa-
tionen mehr austauschen. Kénnen sie sicherstellen, dass sie nicht hungern miissen?

Aufgabe 3.3: An der Bundesrunde nehmen je 12 Schiilerinnen aus Bremen, Hamburg und
Niedersachsen teil. Jede Teilnehmerin ist mit mindestens 9 Teilnehmerinnen aus jedem der
beiden anderen Bundesldnder befreundet (wobei Freundschaft auf Gegenseitigkeit beruht).
Zeige, dass es moglich ist, die 36 Teilnehmerinnen fiir die Stadtrallye so in 12 Dreierteams ein-
zuteilen, dass in jedem Team alle drei Bundesldnder vertreten sind und die drei Teammitglieder
alle untereinander befreundet sind.

Aufgabe 3.4: Die Gitterpunkte (z,y) mit 1 < z,y < 3n werden mit den Farben Anthrazit,
Bernstein und Cyan eingefdrbt, je nachdem ob x+vy den Rest 0, 1 oder 2 modulo 3 hat. Es gibt
also 3n? Punkte jeder Farbe. Auf jedem Punkt liegt ein anthrazit-, bernstein- oder cyanfarbener
Stein, wobei jede Farbe genau 3n?-mal vorkommt.

Angenommen, es ist moglich, die Steine derart zu permutieren, dass jeder Stein maximal eine
Lange von d bewegt wird und jeder anthrazitfarbene Stein einen bernsteinfarbenen ersetzt,
jeder bernsteinfarbene einen cyanfarbenen und jeder cyanfarbene einen anthrazitfarbenen.
Zeige, dass es dann auch moglich ist, die Steine so zu permutieren, dass jeder Stein maximal
eine Lange von d + 2 bewegt wird und danach auf einem Punkt liegt, der die gleiche Farbe hat
wie der Stein.

Aufgabe 3.5: Das Kriimelmonster hat 100 Dosen mit Keksen verschiedener Sorten. Es ist
bekannt, dass fiir jedes £ in je k Dosen zusammen mindestens k+1 verschiedene Sorten enthalten
sind. Zeige, dass es moglich ist, einige der Kekssorten als ,lecker” und die anderen als ,,gesund*
zu klassifizieren, sodass jede Dose sowohl leckere als auch gesunde Sorten enthélt.
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4 Planare Graphen und Farbungen

Typischerweise stellen wir uns einen Graphen als aufgezeichnetes Netzwerk von Wegen vor (den
Kanten), die Orte miteinander verbinden. Dabei sollten sich am besten keine Kanten kreuzen.

Definition: Ein Graph heif3t planar, wenn es méglich ist, ihn so in der Ebene zu zeichnen,
dass sich keine zwei Kanten schneiden. (Die Kanten miissen keine geraden Strecken sein.)

Der vollstéindige Graph auf 4 Knoten entsteht, wenn man die vier Ecken eines Quadrats
nimmt und paarweise miteinander verbindet. Dabei werden sich natiirlich die Diagonalen
kreuzen. Allerdings kénnen wir eine der Diagonalen auch auflen um das Quadrat herum
einzeichnen, sodass sich keine zwei Kanten mehr kreuzen!

Der vollstandige Graph K, auf 4 Knoten ist mithin planar (was nicht besagt, dass es nicht
auch moglich ist, ihn mit Uberkreuzungen zu zeichnen). Hier ist es wichtig, den Graph als
,kombinatorische Information“ (welche Ecken sind mit welchen anderen verbunden) von
seinen konkreten geometrischen Realisierungen zu unterscheiden. Ein Graph ist planar,
wenn es maglich ist, eine ,gute” geometrische Realisierung zu finden.

Wie bei fast jedem Konzept in der Mathematik stellen sich nun zwei natiirliche Fragen:

(i) Welche Graphen sind planar? Wie kénnen wir herausfinden, ob ein Graph planar ist?

(ii) Welche speziellen Eigenschaften besitzen planare Graphen noch? Mit anderen Worten:
Warum ist es interessant, zu wissen, ob ein Graph planar ist? (aufler um ihn zu zeichnen)

Fiir den K, haben wir oben mit etwas Probieren herausgefunden, dass er planar ist.
Allgemein kann man natiirlich leicht iiberpriifen, dass ein planarer Graph tatséchlich
planar ist, indem man ihn einfach geeignet aufzeichnet!

Dagegen ist es iiberhaupt nicht klar, wie man zeigen kann, dass ein gegebener Graph nicht
planar ist. Als Beispiel kann man den vollsténdigen Graphen K5 auf 5 Knoten betrachten.
Hier kommt man nach einer Weile Probieren zur Vermutung, dass dieser nicht planar ist.
Aber es ist sehr unklar, wie man so etwas beweisen kann. Schlieflich ist es kaum moglich,
alle Moglichkeiten durchzuprobieren, wie man einen Graphen aufmalen kénnte.

J

Es liegt also nahe, damit zu beginnen, Frage (i) zu untersuchen. Tatséchlich ist es aber besser,
mit Frage (ii) zu beginnen, da uns dies Kriterien liefern wird, um Frage (i) zu beantworten.

4.1 Von Ecken, Kanten und Flidchen

Eine erste Beobachtung ist, dass die Kanten eines planaren Graphen (wenn dieser auch tatséchlich
ohne Uberkreuzungen aufgezeichnet ist) die Ebene eindeutig in verschiedene Flichen zerlegen.
Diese genaue Zerlegung héngt natiirlich stark davon ab, wie wir den Graphen konkret aufzeich-
nen. Wir beobachten aber, dass die Anzahl der Flachen nicht von dieser Realisierung abhéngt.
Tatséchlich hingt sie in einem zusammenhéngenden Graphen sogar nur von der Anzahl der
Ecken und Kanten ab:

Satz: Ein zusammenhéngender planarer Graph mit £ Ecken und K Kanten zerlegt die
Ebene in F' = K — E + 2 Fliachen (wobei wir die unbegrenzte AuBenfliche mitzihlen).
Es gilt also

E—-K+F=2.
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Beweis: Wir verwenden Induktion iiber £ + K. Am Induktionsanfang £ + K = 1 ist
E =1, K =0 und damit auch F = 1, die Aussage gilt.

Die Aussage sei nun fiir alle kleineren Werte von E 4+ K bekannt. Gibt es einen Knoten
mit Grad 1, so kénnen wir diesen und die angrenzende Kante entfernen, ohne die Anzahl
an Flachen zu #ndern. Nach Induktionsannahme gilt also (F'—1) — (K — 1)+ F = 2 und
damit auch F— K+ F = 2. Andernfalls bleibt der Graph durch Entfernen einer beliebigen
Kante zusammenhéngend und die Anzahl der Fldchen erhoht sich um 1 (da diese Kante
zwei Flichen getrennt hat, die nun verbunden sind). Nach Induktionsannahme gilt £ —
(K —1)+ (F —1) =2 und damit auch £ — K + F = 2. O

Der soeben bewiesene Satz lasst sich zu einem deutlich bekannteren umformulieren:

Eulerscher Polyedersatz: In einem konvexen beschrénkten Polyeder gilt £—K+F = 2,
wobei E die Anzahl der Ecken, K die Anzahl der Kanten und F' die Anzahl der Flichen
ist.

Beweis: Wir suchen uns eine Fliche des Polyeders aus und ziehen den Polyeder am
Rand dieser Fliache auseinander, bis er komplett flach ist. Dabei wird aus dem restlichen
Skelett des Polyeders ein planarer Graph, der auf der ausgewéhlten Fliache liegt. Dabei
gehen Ecken in Ecken und Kanten in Kanten iiber. Von den Fléchen des Polyeders ist
eine verschwunden (ndmlich die zu Beginn ausgewéhlte), aber dafiir zéhlen wir ja die
unbeschrankte Auflenfliche in unserer Formel oben mit. m

Beispielsweise ist fiir einen Wiirfel £ = 8, K = 12, F = 6 und fiir einen Tetraeder £ =
4, K = 6, K = 4. Man kann sich den Satz so merken, dass die Euler-Charakteristik
X = E— K+ F bei jedem Polyeder die gleiche ist, und sie dann einfach fiir einen beliebigen
Polyeder berechnen, wenn man sich beim exakten Wert nicht sicher ist.

Die Konvexitét des Polyeders ist nur insofern wichtig, dass sie garantiert, dass unser Poly-
eder keine ,,Locher* hat. Man kann es sich so vorstellen, dass man die Oberfliche unseres
Polyeders zu einem runden Ballon aufpusten kann. Betrachtet man dagegen Polyeder mit
z.B. einem Loch (sodass man sie zu einer Art Donut® aufpusten kann), so gilt auf einmal
E — K + F =0, allerdings wieder fiir beliebige Wahlen des Polyeders!

Man sagt, dass der Ballon Euler-Charakteristik y = 2 und der Donut y = 0 hat.

Dies liefert iibrigens eine ,praktische“ Methode, um zu untersuchen, ob die Erde eine
Kugel oder ein Donut ist: Wir laufen die gesamte Oberfliche ab und zerlegen sie in
Vielecke (z.B. Dreiecke). Dann zéhlen wir Ecken, Kanten und Flichen in dieser Zerlegung
und berechnen die Euler-Charakteristik £ — K + F.

In der Algebraischen Topologie beschiftigt man sich damit, solche (topologischen)
Invarianten wie die Euler-Charakteristik von verschiedenen geometrischen Objekten (wie
einer Kugel oder einem Donut) zu untersuchen, die uns erlauben, sie prizise voneinander
zu unterscheiden (wohingegen die naheliegendere Invariante ,, Anzahl der Locher sich gar
nicht so einfach formalisieren lisst?).

%oder einer Kaffeetasse!
bWie viele Lécher hat z.B. ein T-Shirt?

J

Der Polyedersatz liefert eine Einschriankung dafiir, dass es Polyeder mit einer bestimmten An-
zahl Ecken, Kanten oder Flachen geben kann.
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Genauso kénnen wir nun etwas iiber planare Graphen lernen:

Satz: In einem zusammenhéngenden planaren Graphen mit £ > 3 Ecken und K Kanten
gilt stets K < 3FE — 6. In jedem planaren Graphen gilt K < 3E.

Beweis: Jede Kante grenzt in einer planaren Realisierung an genau zwei Flachen, jede
Fldche an mindestens drei Kanten (wegen F > 3 gilt dies auch fiir die AuBenfliache).
Zahlen wir Paare angrenzender Kanten und Fléchen doppelt ab, erhalten wir 2K > 3F".
Einsetzen in die Euler-Formel liefert
2K K

und nach Umstellen die erste Behauptung. Die zweite folgt leicht durch Betrachten der
einzelnen Zusammenhangskomponenten (wobei die Fille E = 1 und E = 2 extra behan-
delt werden miissen). O

Natiirlich liefle sich analog auch eine Relation zwischen F und F aufstellen, aber die zwischen
E und K ist besonders niitzlich, weil sie eine Aussage iiber die kombinatorische Struktur des
Graphen ist (zu der F' erst einmal nicht gehort).

Zum Beispiel folgt sofort, dass der vollstandige Graph K,, auf n Knoten fiir n > 5 nicht planar
ist, denn hier ist £ =n und K = @ > 3n — 6.

Natiirlich reicht es zu wissen, dass der K5 nicht planar ist, denn dann muss jeder Graph, der
einen K5 enthélt (also insbesondere ein K, fir n > 5) ebenfalls nicht planar sein.

Ein anderes berithmtes Beispiel eines nicht-planaren Graphen ist das folgende:

Aufgabe: Gegeben sind drei Hauser und drei Versorgungsstationen fiir Wasser, Strom
und Gas. Ist es moglich, jedes der Hauser mit jeder der Stationen so durch eine Leitung
zu verbinden, dass sich keine zwei davon kreuzen?

Mit anderen Worten: Ist der vollsténdige bipartite Graph K33 planar?

Losung: Hier ist £ = 6 und K = 9, das Kriterium von oben liefert also keinen Wider-
spruch. Dennoch ist das bekannte Rétsel nicht losbar. Die entscheidende Beobachtung
zum Beweis ist, dass der Graph bipartit ist und somit alle Flichen gerade viele Ecken
haben, insbesondere also mindestens vier. Mithin gilt im Argument oben sogar 2K > 4F
und damit sogar K < 2F — 4, was hier nicht erfiillt ist. O

Auch hier gilt: Jeder Graph, der einen K33 enthilt, ist automatisch nicht planar. Wir kénnen
dies noch etwas verallgemeinern: Eine Unterteilung eines Graphens entsteht, wenn man die
folgende Operation einige Male durchfiihrt: Wir wihlen eine Kante aus und fiigen auf ihr einen
neuen Knoten hinzu (und ersetzen diese Kante somit durch zwei neue). Dann kann ein planarer
Graph offensichtlich auch keine Unterteilung des K5 oder des K33 enthalten.

Etwas iiberraschend ist dies tatséchlich eine vollstindige Charakterisierung, wie der folgende
Satz besagt, den wir hier nicht beweisen werden (der Beweis ist zwar nicht wirklich schwierig,
aber ziemlich kompliziert und technisch):

Satz von Kuratowski: Ein Graph ist genau dann planar, wenn er weder eine Untertei-
lung des K5 noch eine Unterteilung des K33 als Teilgraphen enthélt.
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Der Satz von Kuratowski liefert ein sehr handliches Kriterium, um die Planaritét eines Graphen
zu iiberpriifen (allerdings sollte man daran denken, dass es nicht geniigt, nur Teilgraphen K 3
oder K5 sondern auch ihre Unterteilungen zu iiberpriifen).

Ebenfalls ohne Beweis erwidhnen wir noch den vielleicht berithmtesten Satz der Graphentheorie:

Vierfarbensatz: In jedem planaren Graphen ist es moglich, die Fliachen derart in vier
Farben zu férben, dass keine zwei benachbarten Fliachen die gleiche Farbe haben.

Der Vierfarbensatz hat eine natiirliche ,, Anwendung“: Wenn man die Lander einer Land-
karte gut unterscheidbar einfirben mochte, reichen dafiir stets vier Farben (solange es
keine Enklaven gibt).

Zu jedem planaren Graphen kann man auch den dualen Graphen betrachten, in dem
jeder Knoten einer Fliache im urspriinglichen Graphen entspricht und zwei Knoten durch
eine Kante verbunden sind, wenn die zugehorigen Fldchen benachbart sind.

Indem man zum dualen Graphen iibergeht, sieht man, dass der Vierfarbensatz dquivalent
zur folgenden Aussage ist: Man kann in jedem planaren Graphen die Knoten derart in
vier Farben farben, dass keine zwei benachbarten Knoten die gleiche Farbe haben.
Allgemein ist die chromatische Zahl eines Graphen die minimale Anzahl an Farben,
die bendtigt werden, um die Knoten einzufiarben, sodass keine zwei benachbarten Knoten
die gleiche Farbe haben. Die chromatische Zahl eines planaren Graphen ist mithin stets
héchstens 4. Bipartite Graphen sind genau die, deren chromatische Zahl héchstens 2 ist.

4.2 Von Farbungen und Auflerirdischen

Zum Abschluss wollen wir noch kurz auf eines der schonsten und zugleich schwierigsten Gebiete
der Graphentheorie eingehen, die Ramsey-Theorie. Ausgangspunkt ist die folgende bekannte
Aufgabe:

e

Aufgabe: Unter sechs Schiilerinnen sind einige miteinander befreundet. Zeige, dass es
drei gibt, die alle miteinander befreundet sind, oder drei, die alle nicht miteinander be-
freundet sind.

Losung: Wir betrachten eine der Schiilerinnen x und nehmen an, dass sie mit mindes-
tens drei anderen Schiilerinnen ¥, z,w befreundet ist. Sind zwei von ¥, z, w untereinan-
der befreundet, haben wir eine befreundete Dreiergruppe dieser beiden mit x. Andern-
falls bilden ¥, z, w eine nicht-befreundete Dreiergruppe. Ist x mit héchstens zwei anderen
Schiilerinnen befreundet, so tauschen wir die Rollen von befreundet und nicht-befreundet
im obigen Argument. O

In der Sprache der Graphentheorie liasst sich die Aussage auch so umformulieren: Farben wir
die Kanten eines Ky rot oder blau, so gibt es stets ein einfarbiges Dreieck. Nun liegt es nahe,
sich zu fragen, ob es auch eine entsprechende Aussage fiir mehr als zwei Farben gibt oder ob wir
(bei mehr Schiilerinnen) die Existenz einer groferen (Nicht-)Freundesgruppe folgern konnen.

Definition: Gegeben seien natiirliche Zahlen m,n > 2. Die Ramseyzahl R(m,n) ist
die kleinste Zahl r, sodass es bei jeder Farbung der Kanten eines K, mit rot und blau
einen roten K, oder einen blauen K, gibt.
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Die Aufgabe oben zeigt also R(3,3) < 6 (und tatsdchlich ist es nicht schwer sich zu
tiberlegen, dass R(3,3) = 6 gilt). Weiter folgt leicht R(n,2) = n, denn entweder ist der
gesamte K, rot oder wir haben eine blaue Kante (also einen blauen K5).

Die gegebene Definition der Ramseyzahlen ist natiirlich insofern keine gute, als dass sie bereits
die Existenz einer solchen Zahl r voraussetzt. Zum Gliick ist dies tatsichlich der Fall, wie eine
Verallgemeinerung des Arguments von oben sofort zeigt:

Satz von Ramsey: Es ist R(m,n) < co. Genauer gilt (gezeigt von Erdés-Szekeres):

m+n—2
m—1 )

R(m,n) < (

Beweis: Mit Induktion geniigt es die rekursive Aussage
R(m,n) < R(m —1,n)+ R(m,n — 1)

zu zeigen. Dazu sei ry = R(m—1,n) und o = R(m,n—1) und betrachten einen K, ,, der
mit zwei Farben gefarbt wurde, sowie einen beliebigen Knoten z. Hat x mindestens r; rote
Nachbarn, so gibt es unter diesen nach Voraussetzung einen roten K, 1 oder einen blauen
K,,. Im zweiten Fall sind wir sofort fertig, andernfalls bildet der rote K,,_; zusammen
mit x einen roten K,,. Hat x weniger als r; rote Nachbarn, so muss  mindestens r, blaue
Nachbarn haben und wir kénnen das Argument wiederholen. O

\. J

Das Argument ist ein schones Beispiel dafiir, dass es manchmal einfacher ist, eine allgemeinere
Aussage zu zeigen: Selbst wenn man sich nur fiir die ,,diagonalen” Ramseyzahlen R(n,n) inter-
essiert (die vielleicht am natiirlichsten sind), benétigen wir das allgemeine R(m,n) in unserem
Beweis!

Die obere Schranke ist im Allgemeinen nicht scharf: Zum Beispiel zeigt sie R(3,4) < 10,
man kann aber R(3,4) = 9 zeigen. Bekannt ist weiterhin R(4,4) = 18, aber iiber R(5,5)
wissen wir nur 43 < R(5,5) < 46, der Wert von R(6,6) liegt zwischen 102 und 160.

Uber die Bestimmung der Ramsey-Zahlen gibt es die folgende Anekdote von Paul Erdds,
der gesagt haben soll: ,Angenommen, Auflerirdische wiirden die Erde iiberfallen und
drohen, sie in einem Jahr zu vernichten, wenn die Menschheit nicht die Ramsey-Zahl
R(5,5) findet. Wir kénnten die besten Kopfe der Welt und die schnellsten Computer
zusammentrommeln, und innerhalb eines Jahres konnten wir den Wert wahrscheinlich
berechnen. Wenn die Auflerirdischen jedoch die Ramsey-Zahl R(6,6) verlangten, hétten
wir keine andere Wahl, als einen Préaventivschlag zu starten.*

Selbst die ungefdhre Grofle der Ramseyzahlen zu bestimmen, ist ein sehr schweres Pro-
blem: Fiir die diagonalen Ramesyzahlen R(n,n) liefert unser Argument eine obere Schran-
ke, die nicht wesentlich besser ist als R(n,n) < 4", wohingegen die beste bekannte untere
Schranke nicht viel besser als R(n,n) > (v/2)" ist. Erst 2023 konnte gezeigt werden, dass
man die 4 in der oberen Schranke durch eine etwas kleinere Konstante ersetzen kann
(Weltrekord aktuell: 3.7792...).
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4.3 Aufgaben
Aufgabe 4.1: Ist der Petersen-Graph planar?

L 4 2

Aufgabe 4.2: Die Kanten eines K7 werden in rot, blau und smaragdgriin gefiarbt. Zeige: Es
gibt ein einfarbiges Dreieck.

Aufgabe 4.3: Gibt es einen (beschrénkten konvexen) Polyeder, dessen siamtliche AuBlenflichen
Sechsecke sind?

Aufgabe 4.4: Wie viele Kanten kann ein Graph auf n Knoten maximal haben, der keinen
Kreis gerader Léange besitzt?

Aufgabe 4.5: Gegeben sei ein beliebiger Graph mit endlich vielen Knoten. Wir diirfen beliebig
oft eine der folgenden Operationen durchfiihren:

(i) einen Knoten mit ungeradem Grad aus dem Graphen entfernen

(ii) den Graphen verdoppeln, d.h. fiir jeden Knoten v einen Knoten v’ einfiithren, wobei v’ und
w’ genau dann verbunden sind, wenn v und w verbunden sind, und aulerdem v und v’
verbunden sind.

Zeige, dass es moglich ist, mit endlich vielen solcher Operationen einen Graphen ohne Kanten
ZU erzeugen.

Aufgabe 4.6: Eine Ameise krabbelt auf einem (beschrinkten konvexen) Polyeder, bei dem jede
Ecke an genau drei Flidchen grenzt und das fiir jedes n gerade viele n-Ecke als Auflenflichen
besitzt.

Die Ameise krabbelt entlang der Kanten auf einem geschlossenen Weg, der sich nicht selbst
schneidet. Es stellt sich heraus, dass dieser das Polyeder so in zwei Teile zerlegt, dass fiir jedes
n in beiden Teilen gleich viele n-Ecke vorkommen. Zeige, dass die Ameise auf ihrem Weg an
den Ecken genauso oft rechts wie links abgebogen ist.

Aufgabe 4.7: Die Kreuzungszahl eines Graphen sei die minimale Anzahl von Kantenpaaren,
die sich kreuzen, wenn man den Graphen in der Ebene zeichnet. (Planare Graphen sind also
genau solche mit Kreuzungszahl 0.) Sei G ein Graph mit £ Knoten und K Kanten.

(a) Zeige, dass die Kreuzungszahl immer mindestens K — 3E ist.

K3

G4EZ "

Das bedeutet zum Beispiel, dass sich im K, fiir grofie n sogar mindestens 1% der Kan-
tenpaare kreuzen miissen, egal wie man ihn zeichnet. (Warum?)

(b) Zeige: Ist K > 4FE, dann ist die Kreuzungszahl mindestens

(Tipp: Wende in (b) die Aussage (a) fiir einen zuféllig ausgewihlten Teilgraphen an.)

Aufgabe 4.8: Jede Seitenfliache eines reguldren Dodekaeders liegt in einer eindeutig bestimmten
Ebene. Diese Ebenen zerteilen den Raum in eine endliche Anzahl von disjunkten Raumteilen.
Wie viele?
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